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  :הגדרות

 ".אות"קוראים  Σלאיבר של . סופיתקבוצה  –) סיגמה(Σ ב"א •
}, ב בינארי"א - {0,1}: אותדוגמ , , }a z… - ב אנגלי"א. 
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 .ב נתון"קבוצת מילים מעל א –שפה  •

}0 - ילה במחרוזת בינארית המתח  { w: אותדוגמ , 0,111}, { :wε  
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1נתונות שתי שפות  – שרשור של השפות • 2,L L  
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שלילי מוגדרת באופן -מספר שלם אי n כאשר nLאזי שפה  ,Lנתונה שפה  –חזקה של השפה  •
0: הבא { }, 0 n
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• Kleene star –  נתונה שפהL , נגדיר שפה חדשה*L באבאופן ה :* 0 1 2L L L L= ∪ ∪ ∪" 
  : אותדוגמ
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• Kleene plus –  נתונה שפהL , נגדיר שפה חדשהL+ 1: באופן הבא 2L L L+ = ∪ ∪" 
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וצת כל המילים שלא כקב )Lמשלים של (Lנגדיר שפה חדשה  ,Lנתונה שפה  –Lמשלים של  •
 L - שייכות ל

* *\ { : }L L w w L= Σ = ∈Σ ∉  

  

  .מניה- קבוצה אינסופית בת Σ*אזי , לא ריקה Σאם  :1 טענה

i,0,1,2כאשר  iמגודל  Σ ב"להיות קבוצת כל המילים מעל א iAנגדיר : הוכחה = ….  

i
iA = Σ לכל , כלומרi  קבוצהiA בנוסף מתקיים . מניה-סופית ולכן בת*
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  .מניה-היא לא בת Σב לא ריק "קבוצת כל השפות מעל א :2 טענה
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  :צריך להוכיח או להפריך. Σב לא ריק "שפה מעל אL :1תרגיל 

*  .א * *( )L L= 

*  .ב * *L L L= D 
*  .ג \{ }L L ε+ = 

  :פתרון

* לכל :הוכחה  .א *( )x L∈ מתקיים: 

1* * * *
1 1( ) 0 : ( ) , , 0 : , i km m mk

k k ix L k x L m m x w w w L x L x L+ +∈ ⇒ ∃ ≥ ∈ ⇒ ∃ ≥ = ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈…… D"D

*, לכן   * *( )L L⊆ בנוסף מתקייםו * * 1 * 0 * 1 * 2 * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )L L L L L L= ⊆ ∪ ∪ ∪ =… 

* :מסקנה * *( )L L=. 

 
Lε* :הוכחה  .ב x*לכל , לכן ∋ L∈  מתקיים* * *x L x x L Lε∈ ⇒ = ∈D D  

*, לכן * *L L L⊆ D  ובנוסף מתקיים* * * 2 * * *( ) ( )L L L L L= ⊆ =D.  

*: מסקנה * *L L L= D. 

  

}* :דוגמה נגדית  .ג } { } { } \{ } { } \{ }ε ε ε ε ε ε+= ≠ = =∅. 

  

Lאם : הוכיחו :2 תרגיל 2Lאזי , ∅≠ L Lε⊆ ⇔ ∈.  

   :פתרון

2L L Lε⊆ ⇐ Lεאם : ∋ }2אזי , ∋ }L L L L Lε= ⊆ =D D  

2L L Lε⊆ ⇐ , לדוגמה(נבחר מילה אחת  Lמתוך כל המילים בעלות אורך מינימאלי בשפה  :∌
  . w - ) ראשונה לפי סדר לקסיקוגרפי

0wמתקיים  2הוא  2L-אורך של מילה מינימאלית ב. < w ) 2מינימאלי בשפה  אורךכי מילה בעלתL 

2w, לכן). L -מתקבלת כשרשור של שתי מילים בעלות אורך מינימאלי ב L∉.  

2L: מסקנה L⊆. 
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  .0qמצב לא מקבל  כי המצב האחרון במסלול חישוב שלה הוא Mד "י אס"קבלת עלא מת εמילה 

 .מקבל ד"אסש Σב "אוסף כל המילים מעל א – ד"שפה של אס •
}ב "מילה מעל א : דוגמה , }a bΣ )סימון ( Mד "היא בשפה של אס = )L M (ם היא סדרה של "אמb-ים בגודל אי -

  .לפניה aזוגי שיש אות - ים בגודל אי-bזוגי או שהיא מסתיימת בסדרה של 

  

δ י חמישייה סדורה"ד מוגדר ע"באופן פורמאלי אס 0(Q,Σ, ,q ,F)  

Q –  קבוצה סופית של מצבים.  

Σ –  ב"א.  

δ →:Q×Σ Q –  פונקצית מעבר.  

0q –  מצב התחלתי.  

⊆F Q –  קבוצת מצבים מקבלים.  

=δ: שהגדרנו בצורה גרפית Mד "הגדרה פורמאלית של אס, לדוגמה 0 1 0 1M ({q ,q },{a,b}, ,q ,{q })  

δ
δ δ δ

=

= = =
0 1

0 1 1 0

( , )
( , ) ( , ) ( , )
q b q
q a q a q b q

  

  

  :הגדרה

• δ̂ ( , )q w  מצב שנמצאים בו אם התחלנו ממצבq וקראנו את המילהw. 

=אם  "1 kw w w  אזיδ δ δ δ δ −= " "1 2 1
ˆ( , ) ( ( ( ( , ), ), ), ), )k kq w q w w w w  

∋δמתקיים  ⇔ ∈0
ˆ( ) ( , ) Fw L M q w  
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=זוגיw{ נתונה שפה :1תרגיל  ∈1 { { , }* :L w a b  

  זוגי ε: הערה

  ).1L-השפה שלו שווה ל, כלומר(ד שמקבל את השפה "תכננו אס

  :פתרון

  

  

  

=זוגי w -ים ב-aמספר {נתונה שפה  :2תרגיל  ∈2 { { , }* :L w a b  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

 :פתרון

 

  

  

  

  

  

  

  

  



8 
 

=1וגם  0גם מכילה w  {נתונה שפה  :3תרגיל  ∈3 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

  

  

  

,<נתונה שפה  :4תרגיל  1}w  wאותו תומתחילה ומסתיימת ב= ∈4 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון
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=נתונה שפה  :5תרגיל  ∈ ≡∑5 { {0,1}* : 0 (mod3)}iL w w  .ללא  3-ים מתחלק ב-1מספר , כלומר

  .שארית

  .הבניה והוכיחו נכונותד שמקבל את השפה "תכננו אס
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  . iשארית

0לפי הנחת האינדוקציה  i
ˆ(q , ) qv k vδ= ⇒ =   

0: ד"לפי בניה של אס 0 0 i i
ˆ ˆ ˆ(q , ) (q , 1) ( (q , ),1) (q ,0) qw v vδ δ δ δ δ= = = =D  

  
1w: 'מקרה ב v= D  
עם שארית  3-מתחלק בv- ים ב- 1אזי מספר , iיתעם שאר 3- מתחלק בw-ים ב-1אם מספר : מתקיים

1i   ).3מודולו ( −
0לפי הנחת האינדוקציה   i-1

ˆ(q , ) qv k vδ= ⇒ =  

0: ד"לפי בניה של אס 0 0 i-1 i
ˆ ˆ ˆ(q , ) (q , 1) ( (q , ),1) (q ,1) qw v vδ δ δ δ δ= = = =D ) 3חישוב מודולו(  

  
1kונה גם למילים מאורך טענה נכה: מסקנה  .כל אורךטענה נכונה למילים מהולכן  +

 
 

 



 

  (L M  

של אפס 

גיע 

) { {aM w= ∈

  כונה

ט רק סדרה ש

ים נ- bרה של 

  

a לפניה*a,b} :

נכ טענהאז הש

0

0

ˆ(q , b
ˆ(q , b

k

k

δ

δ
  

קרוא מהקלט

 מהקלט סדר

M: 

aזוגי שיש -דל אי

q אחרת.  

שונראה ) זוגי

1
0

2
0

ˆ) ( (q
ˆ) ( (q

k

k

δ δ

δ δ

+

+

=

=

  .זוגי- י

כעת נותר לק

וקוראים 0qב

10 

ים בגוד- bה של

w =.  

n 0 - זוגי ו-איq

ז-אי kכ"בה(

0

1
0

, b ), b) (

, b ), b)

k

k

δ

δ+

=

=

  

אי nם "ת אמ

.  

.0qה במצב

חילים  במצב

מסתיימת בסדר

=bn, כלומר

0
ˆ(qδ כאשרn

0
ˆ(q ,δ   

0
ˆ(qδ  

( kם מאורך

1 0

0 1

(q , b) q

(q , b) qδ

= ∉

=

מתקבלתwזי

0qהיה במצב

δ  

נהיw - ונה ב

אם מת', ה א

  .זוגי- אי

  Mד "

זוגי או מ- גודל אי

.aמכילה אות

0כי  1, b ) qn =

0
0

ˆb ) (q ,δ ε=

1
0

ˆ, b ) (q ,δ=

מילינה עבור

  

F

F∈

bnw ε= אז =

  .aה אות

נה aאנו אות

δ δ=0( , ) (q a q

אחר aו אות

 ראינו במקרה

ם מספרם"מ

"נתון אס :6 ל

   :להוכיח
ים בג- bדרה של 

  :ן

לא מ w: 'ה א

 באינדוקציה כ

0) (q , )ε δ ε=

0b) (q ,b)δ=

טענה נכוכי ה

k ו- + 2k.

bnεאם : ה D

מכיל w: 'בה

לאחר שקרא:

1=: ה 0, )q a q

לאחר שקראנו

אבל. ים-bתר

אמ 1q מקבל 

תרגיל

  

צריך ל
}wסד

רופת

מקרה

נוכיח

0) q=

1) q=

כנניח 

1+- ל

מסקנ

מקרה

טענה

הוכחה

ל, לכן

או יות

למצב



11 
 

=0011מכילה w  {נתונה שפה  :7תרגיל  ∈7 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

  

  

  

  

  .7Lשמקבל את השפה  ד"תכננו אס :8תרגיל 

  :פתרון

  

  

ד "אזי אם נגדיר כל מצב מקבל כלא מקבל ולהפך נקבל אס Lד היא "אם שפה של אס, באופן כללי
  .Lחדש שהשפה שלו היא 
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=0011 - מתחילה בw  {נתונה שפה  :9תרגיל  ∈9 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

  

  

  

=0011 -מסתיימת בw  {נתונה שפה  :10תרגיל  ∈10 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון
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  :11תרגיל 

,<נתונה שפה 1}w =1הוא  w-ו לפני אחרון בהת   ∈11 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

11L  =10, 11 -כל המילים שמסתיימות ב.  

  

  

,<נתונה שפה :12תרגיל  3}w =התו השני מהתחלה שווה לתו השני מהסוף    ∈12 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"כננו אסת

  :פתרון

                                                  

  

  

כאשר  11ד משאלה "אס
ים על -1 -ים ב-0מחליפים 

 הקשתות ולהפך

11ד משאלה "אס  
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=  נתונה שפה :13תרגיל  ∈ ≠13 { {0,1}* : 0,11}L w w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

=ד לשפה "אס ∈ =13 { {0,1}* : 0,11}L w w :  

  

  

  : 13Lד לשפה "לכן אס
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=  נתונה שפה :14תרגיל  = …2
14 {(01) : 0,1,2, }nL n  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

,: דוגמה למילים בשפה 0101,01010101,010101010101,ε …  
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  :ההגדר

)שמתקיים  כך Mד "נקראת רגולרית אם קיים אס Lשפה  – שפה רגולרית • )L M L=. 

  

  .סופיחיתוך /שפות רגולריות סגורות תחת איחוד: משפט

אם בכל אחד מהם . דים של השפות נתונות על המילה זו"בהינתן מילת קלט נריץ במקביל אס: רעיון
אם היא התקבלה לפחות באחד מהם היא שייכת . מילה שייכת לחיתוך של השפות –מילה התקבלה 

  . יחוד של השפותלא

קבוצת המצבים שלו היא . דים"של אס סופיד שמבצע הרצה במקביל של מספר "נבנה אס: מימוש
  .דים הנתונים"מכפלה קרטזית של קבוצות המצבים של האס

  

  

  :דוגמה

  :נתונות שפות רגולריות

= ∈ ≡∑1 { {0,1}* : 0 (mod3)}iL w w  

δ

δ δ δ
δ δ δ

=

=

=

= = =

= = =

1 1 0 1

0 1 2

1 0

1 0 0 1 1 1 1 2 2

1 0 1 1 1 2 1 2 0

M ( ,{0,1}, ,q , )
{q ,q ,q }
{q }

(q ,0) q ; (q ,0) q ; (q ,0) q
(q ,1) q ; (q ,1) q ; (q ,1) q

Q F
Q
F

  

  

  }wזוגי-אי= ∈2 { {0,1}* :L w  

       

δ

δ δ δ δ

=

=

=

= = = =

2 2 0 2

0 1

2 1

2 0 2 0 1 2 1 2 1 0

M ( ,{0,1}, ,p ,F )
{p ,p }
{p }

(p ,0) (p ,1) p ; (p ,0) (p ,1) p

P
P
F
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1לשפה  Mד"נבנה אס 2L L∩:  

δ

α δ α δ α δ α

∩ = × ×

× =

× =

∀ ∈ ∈ ∈Σ =

0 0 1 2

0 0 0 1 1 0 1 1 2 0 2 1

1 2 0 1

1 2

M ( ,{0,1}, ,(q ,p ),F F )

{(q ,p ),(q ,p ),(q ,p ),(q ,p ),(q ,p ),(q ,p )}
F F {(q ,p )}

, , (( , ), ) ( ( , ), ( , ))

Q P

Q P

q Q p P q p q p

  

 

  

  

  

 

1 - ד ל"כדי לקבל אס 2L L∪נגדיר קבוצת מצבים מקבלים כ- × ∪ ×1 2F FP Q   
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  )מבחינת מספר המצבים(האוטומט המתקבל לא תמיד מינימאלי : הערה

,לדוגמה
 

}w זוגי= ∈2 { {0,1}* :L w ,}wזוגי-אי= ∈1 { {0,1}* :L w  

  

  

 אבל. מצבים 4אם נפעל לפי השיטה שראינו נקבל אוטומט בעל 

      ∩ = ∅1 2L L                      ∪ = Σ*
1 2L L   

  

   

  .תשובה היא לא? אינסופיחיתוך /האם שפות רגולריות סגורות תחת איחוד

  :דוגמה נגדית

 = { }i i
iL a b שפה רגולרית  

נראה בהמשך כי 
∞

=

= ∈`∪
0

{ : }n n
n

n

L a b n שפה לא רגולרית.  

  

iL  כמשלים של שפה רגולרית(שפה רגולרית(  

∞

=

= ∈`∩
0

{ : }n n
n

n

L a b n  כי (שפה לא רגולרית∈`{ : }n na b n לא רגולרית(  
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  :15תרגיל 

1 2,L L 1דים "קיימים אס, כלומר. שפות רגולריות 2,M M  כך שמתקיים= =1 1 2 2( ) , ( )L M L L M L  

=נגדיר שפה חדשה  ∈ ∈ ∈ΣD D D D"D D D"D D"D1 1 2 2 1 1 1 2{ : , , , }n n n n i iL a b a b a b a a L b b L a b  

)=כך שמתקיים  Mד "צריך לבנות אס, כלומר. שפה רגולרית L: צריך להוכיח )L M L.  

  ".לסירוגין"אלא " במקביל"דים לא "איחוד של השפות רק נריץ שני אס/ה לחיתוךד בדומ"נבנה אס: רעיון

ובמקומות זוגיים נקדם  1Mזוגיים במילת הקלט נקדם רק את -כאשר נקרא אותיות במקומות אי, כלומר
  .2Mרק את 

  :בניה

δ
δ

δ
δ α δ α

α
δ α δ α

= Σ

= Σ

= × × Σ × ×

=
∀ ∈ ∈ ∈Σ

=

1 1 0 1

2 2 0 2

0 0 1 2

1

2

M ( , , ,q , )
M ( , , ,p ,F )
M ( {0,1}, , ,(q ,p ,0), F {0})

(( , ,0), ) ( ( , ), ,1)
, , :

(( , ,1), ) ( , ( , ),0)

Q F
P

Q P F
q p q p

q Q p P
q p q p

  

  :הוכחה

)=צריך להוכיח  )L M L.  

⊆( )L M L:  

=מילה  ∈Σ"1 2 ,k iw w w w w ד "י אס"מתקבלת עM צריך להראות :k זוגי ו- 

− ∈ ∈" "1 3 1 1 2 4 2,k kw w w L w w w L  

המילה התקבלה לכן סיימנו את הריצה במצב מקבל , "0"- התחלנו את הריצה במצב התחלתי שמסומן ב
  .הוא זוגי w- לכן מספר אותיות ב. ולהפך" 1"-ל" 0"גורמת לשינוי של  w-כל אות ב". 0"-שגם מסומן ב

→ → → →
31 2 4

0 1 0 1 0
ww w w
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δ δ δ δ δ
δ δ δ δ

δ δ δ
δ δ δ

−

− −

×⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯→ ⎯⎯→ → → ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∈ ⇒ ∈

" "
" " "

" " "
"

1 2

1

0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 3 1

0 0 2 0 2 2 2 2 0 2 4 2

1 1 1 0 1 3 1 1 1 3 1 1

2 2

( , ) ( , ) ( ( ( , ), ) )
( , ) ( ( ( , ), ) )

0 1 0 0
{0}

( ( ( , ), ) )
( (

k
w w

k

k k

F
q q w q w q w w w
p p p w p w w w F

q w w w F w w w L
∈ ⇒ ∈" "2 0 2 4 2 2 4 2( , ), ) )k kp w w w F w w w L  

  

⊇( )L M L:  

∈ ∈" "1 2 1 1 2 2,n na a a L b b b L 1"∋: צריך להראות 1 2 2 ( )n na b a b a b L M  

δ δ δ δ δ
δ δ δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯→ ⎯⎯→ → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" "
" " "1 1

0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 2

0 0 2 0 1 2 2 2 0 1 2

( , ) ( , ) ( ( ( , ), ) )
( , ) ( ( ( , ), ) )

0 1 0 0

n
a b

n

q q a q a q a a a
p p p b p b b b  

δ δ δ δ δ δ∈ ∈" " " "1 1 1 0 1 2 1 2 2 2 0 1 2 2( ( ( , ), ) ) , ( ( ( , ), ) )n nq a a a F p b b b F לכן . לפי הנתון  

δ δ δ
δ δ δ

×⎛ ⎞
⎜ ⎟∈⎜ ⎟
⎜ ⎟ ×⎝ ⎠

" "
" "

1

1 1 1 0 1 2

2 2 2 0 1 2 2

( ( ( , ), ) )
( ( ( , ), ) )

0
{0}

n

n

F
q a a a
p b b b F 1"מילה , כלומר 1 2 2 n na b a b a b ד "מתקבלת באסM.  
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  :)2010' מתוך מבחן סמסטר א( 16תרגיל 

Σ = …{ , , , , }a b c z  

σ∃ ∈Σ} כך ש-σ מופיעה ב-w  בדיוק פעמיים= ∈Σ*
16 { :L w  

  ?תהאם שפה זו היא סופי. ד שמקבל את השפה"תכננו אס

  :פתרון

Σי ווקטור באורך "ד ע"נייצג כל מצב באס = בווקטור שווה למספר מופעים  iכאשר ערך של רכיב .  26

","2","1","0"◊: ערכים שכל רכיב בווקטור יכול לקבל הם .  iשל אות מספר    ).מצבים 264 כ"סה( "

,0,0)…י ווקטור "מצב התחלתי מיוצג ע ,0).  

  :פונקצית מעבר מוגדרת באופן הבא

 

δ σ ′=

≠⎧′ = ⎨ + =⎩
+ = + = + = ◊ ◊ + = ◊

( , )
[ ]

[ ]
[ ] 1

0 1 1,1 1 2, 2 1 , 1

iv v
v j j i

v j
v j j i

  

  ".2"י ווקטור שלפחות אחד הרכיבים שלו הוא "כל מצבים שמיוצגים ע: מצבים מקבלים

∋לדוגמה : שפה אינסופית =16 0,1,2,...iaab L i  
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  :17תרגיל 

  ד לשפה"כדי לקבל אס 16Lד לשפה "אילו שינויים צרכים לבצע באס

Σ = …{ , , , , }a b c z  

=בדיוק פעמיים  w-כל אות מופיעה ב { ∈Σ*
17 { :L w  

  ?האם שפה זו היא סופית

  :פתרון

Σי ווקטור באורך "ד ע"נייצג כל מצב באס = בווקטור שווה למספר מופעים  iכאשר ערך של רכיב .  26

כ "סה" (בור"ומצב נוסף  "2","1","0": ערכים שכל רכיב בווקטור יכול לקבל הם .  iשל אות מספר 
+263   ).מצבים 1

,0,0)…י ווקטור "מצב התחלתי מיוצג ע ,0).  

  :פונקצית מעבר מוגדרת באופן הבא

 

δ σ
δ σ

δ σ

∀ =
′≠ ≠ =

≠⎧′ = ⎨
+ =⎩

≠ = =

(" ", ) " "
" ", [ ] 2 : ( , )

[ ]
[ ]

[ ] 1
" ", [ ] 2 : ( , ) " "

i

i

i

i pit pit
v pit v i v v

v j j i
v j

v j j i
v pit v i v pit

  

,2,2)…י ווקטור "מצב מקבל מיוצג ע ,2).  

17=: שפה סופית 26

52!
(2!)

L  
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  )ד"אסל( דטרמיניסטי לא סופי אוטומט
  

, בניגוד לאוטומט דטרמיניסטי. אוטומט סופי לא דטרמיניסטי הוא הכללה של אוטומט סופי דטרמיניסטי
מספר באוטומט לא דטרמיניסטי נאפשר לכל אות , ב בדיוק מעבר אחד"בו דרשנו לכל מצב ולכל אות בא

  .של מעברים מכל מצב) לל אפסכו( סופי כלשהו

המאפשרים לעבור ממצב למצב ללא . בין המצבים ε - בנוסף נאפשר מעברים מיוחדים מסומנים ב
 .קריאת אות מהקלט

  :דוגמה

  

מספר (ד למילה יכולים להיות אפס או יותר "באסל, שבו לכל מילה יש מסלול חישוב אחד, ד"בניגוד לאס
  .מסלולי חישוב) סופי

 aaיש מסלול חישוב מקבל אחד ולמילה  bלמילה , ד לעיל"אין מסלול חישוב באסל abלמילה , לדוגמה
  .אחד מקבל והשני לא –יש שני מסלולי חישוב 

  

  .אחד) מסתיים במצב מקבל(סלול מקבל כאשר קיים לה לפחות מ ד"מילה מתקבלת באסל

  לא מתקבלת abוהמילה , מתקבלות b,aaהמילים , לכן

  

δ י חמישייה סדורה"ד מוגדר ע"לבאופן פורמאלי אס 0(Q,Σ, ,q ,F)  

Q –  בוצה סופית של מצביםק.  

Σ –  ב"א.  

δ ε∪ →:Q×(Σ { }) (Q)P –  כאשר . פונקצית מעבר(Q)P קבוצות של - קבוצה של כל תתיQ.  

0q –  מצב התחלתי.  

⊆F Q –  קבוצת מצבים מקבלים.  

  .ד לשפה"ם קיים אס"ד לשפה אמ"קיים אסל: משפט
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δד "בהינתן אסל 0(Q,Σ, ,q ,F) ד המקבל אותה שפה באופן הבא"ניתן לבנות אס:  

-יד יהיה כמספר תת"מספר מצבים באס, כלומר. ד"י מצב באס"נייצג ע Qקבוצה של -כל תת •
 .Q2 -שווה ל Qשל קבוצות 

 0q- ד שניתן להגיע אליהם מ"מצב שמייצג קבוצת המצבים של אסל –ד "מצב התחלתי באס •

 ).0qכולל (εבאמצעות מעברי 

 .F -שמכילה לפחות מצב אחד מ Qקבוצה של - ל מצב שמייצג תתכ –מצבים מקבלים  •
αומקבלים כקלט אות  Aכאשר נמצאים במצב שמייצג קבוצה  • ∈Σ  עוברים למצב שמייצג

 .Aונמצאים באחד המצבים של  αכאשר מקבלים קלט  קבוצת כל מצבים שניתן להגיע אליהם

  :דוגמה

  ד"נתון אסל

  

}*1מכילה w{שפה שלו  {0,1} :w∈  

  :ד כפי שמתואר"נבנה אס

0 1 2Q={q ,q ,q Q :0קבוצות של - כל תתי, { 1 2 0 1 0 2 1 2 0 1 2,{ },{ },{ },{ , },{ , },{ , },{ , , }q q q q q q q q q q q q∅ . לכן
  ).קבוצה-אחד לכל תת(מצבים  8ד יהיו "באס

מצב , לכן. 1qאו למצב ) נשארים במקום( 0q-ניתן להגיע ל εבאמצעות מעברי  0qממצב התחלתי 
0ד הוא מצב המייצג "התחלתי באס 1{ , }q q.  

2q :2מצבים מקבלים הם כל המצבים שמייצגים קבוצות המכילות  0 2 1 2 0 1 2{ },{ , },{ , },{ , , }q q q q q q q q.  

}1כאשר נמצאים במצב המייצג  }q  0ע למצבים ניתן להגי  – 1ומקבלים קלט 1 2, ,q q q )0 1,q q  באמצעות

1נקבל ). 2q-מ εמעברי  0 1 2("{ }",1} "{ , , }"q q q qδ }1כאשר נמצאים במצב המייצג . = }q  0ומקבלים קלט 
}")1נקבל . צבלא ניתן להגיע לאף מ  – }",0} " "qδ = ∅.  

0כאשר נמצאים במצב המייצג  2{ , }q q  0 - מ – 0ומקבלים קלטq 0 -ניתן להגיע ל 1,q q 2 -בנוסף מq  ניתן
0- לוגם ( 2q-להגיע ל 1,q q .( 0נקבל 2 0 1 2("{ , }",0} "{ , , }"q q q q qδ =.  

  :נקבל... נפעל באותו אופן לכל מצב ולכל אות
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ד שקיבלנו לא ניתן להגיע למצבים  "לדוגמה באס. האוטומט המתקבל לא תמיד מינימאלי
0 1 2 0 2 1 2,{ },{ },{ },{ , },{ , }q q q q q q q∅ ניתן להסיר אותם, לכן. ממצב ההתחלתי:  
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}∋0011מכילה w  {ד לשפה "ו אסראינ {0,1}* :w  

  

  :ד המקבל את אותה שפה"אסל

  

האם . ד למשלים של השפה"ד ראינו שניתן להפוך מצבים מקבלים ללא מקבלים ולהפך ולקבל אס"באס
  .תשובה היא לא? ד"זה נכון גם לאסל

  

  .{0,1}*ד זה מקבל היא "שפה שאסל

  

,<נתונה שפה: 1תרגיל  1}w =1הוא  w-התו לפני אחרון ב   ∈1 { {0,1}* :L w  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אסל

  :פתרון
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,<נתונה שפה: 2תרגיל  1}w =מופיע לפחות פעמיים במילה w-התו האחרון ב   ∈2 { { , , }* :L w a b c  

  .ד שמקבל את השפה"תכננו אסל

  :פתרון

  

  

  .ד בעל מצב מקבל אחד המקבל את השפה"אזי קיים אסל, ד לשפה"אם קיים אסל: 1למה 

כל . נוסיף מצב מקבל חדש: ד בעל מצב מקבל אחד באופן הבא"ד לשפה נבנה אסל"בהינתן אסל: רעיון
  .למצב מקבל חדש εר מצב שהיה מקבל נהפוך ללא מקבל ונחבר אותו עם מעב
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  .ד"י אסל"מתקבלת ע L*אזי גם , ד"י אסל"מתקבלת ע Lאם שפה :  1טענה 

: באופן הבא L* -לד "נבנה אסל )1קיים לפי למה (בעל מצב מקבל אחד  Lד לשפה "בהינתן אסל: רעיון
נוסיף מצב התחלתי חדש ונגדיר אותו כמקבל . למצב ההתחלתי εנחבר את המצב המקבל עם מעבר 

Lε*מצב התחלתי צריך להיות מקבל כי (   . ב ההתחלתי הקודםלמצ εנחבר אותו עם מעבר ). ∋

  

  

  ?למה צרכים להוסיף מצב התחלתי חדש

}לשפה ד "נתון אסל : 0}iL a b i= אם לא היינו מוסיפים מצב  ≤

שמקבל כל מילה ובפרט ד הבא "התחלתי חדש היינו מקבלים אסל
  .L* -שלא נמצאת ב aמילה 
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)נגדיר שפה  Lבהינתן שפה ): 2007' סמסטר א' מבחן מועד א( 3תרגיל  ) { ( ) : }e L w parity w w L= ⋅ ∈  

)כאשר  )parity w  אם  0שווהw אחרת 1-זוגי ו .  

)אזי , שפה רגולרית Lאם : הוכיחו )e L רגולרית.  

  :פתרון

}*זוגי w{: מתקיים :L w∩ ∈Σ ו - }w זוגי- אי*{ :L w∩ ∈Σ  כחיתוך של שתי שפות (שפות רגולריות

odd,ד "קיימים אסל, לכן). רגולריות evenM M בעלי מצב מקבל אחד המקבלים שפות אלו.  

)ד לשפה "אסל )e L:  

  

  :הבניה נכונות

)בשפה  vאם מילה  )e L אזי קיימת מילה  0- ומסתיימת ב'w L∈  שאורכה זוגי ומתקיים' 0v w= ⋅.  

0מסלול חישוב  evenMד "קיים באסל w'למילה  feven evenq → fכאשר  "→ even מצב מקבל.  

0, לכן
0 0 f feven evenq qε⎯⎯→ → →   .ד שבנינו"באסל vמסלול חישוב מקבל של  "→⎯⎯

1 1- אם מילה מסתיימת ב
0 0 f fodd oddq qε⎯⎯→ → →   .vמסלול חישוב מקבל של  "→⎯⎯

  

ד יש לה מסלול חישוב מקבל מהצורה "מתקבלת באסל vאם מילה 
0

0 0 f feven evenq qε⎯⎯→ → → 1או  "→⎯⎯
0 0 f fodd oddq qε⎯⎯→ → → ⎯⎯→".  

' -כך ש) ואורכה זוגיL- ב( evenM-שמתקבלת ב w' במקרה ראשון קיימת מילה 0v w= ⋅.  

' -כך ש) זוגי-אורכה איוL-ב( oddM-שמתקבלת ב w'במקרה שני קיימת מילה  1v w= ⋅.  

)בשני המקרים מקבלים  )v e L∈.  
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L*בהינתן שפה ): 2004' סמסטר א' מבחן מועד ב( 4תרגיל  ⊆ Σ  נגדיר שפה'L באופן הבא:  

wקיימת { L∈ כך ש - u מתקבלת מ-w אותיות 100י מחיקה של לכל היותר "ע*' { :L u= ∈Σ   

  ?בהכרח רגולרית L'האם . שפה רגולרית Lנניח כי 

  

  :פתרון

בין כל שתי מצבים שיש  εי הוספת מעבר "ד חדש ע"נבנה אסל Lד לשפה "אם בהינתן אס:  רעיון
)ד "אם מוגדר באס, כלומר. ביניהם מעבר עם אות , )q pδ α )ד יהיה מוגדר "באסל = , ) { }q pδ α′ וגם  =

( , ) { }q pδ ε′ ) במקום אות εשימוש במעבר (י מחיקה "ד שמקבל כל מילה שמתקבלת ע"נקבל אסל. =
כדי להגביל . אין שליטה על מספר האותיות שנמחקו, כלומר. L -מהמילה ב מספר אותיות כלשהושל 

  :εכמה פעמים השתמשנו במעברי " נספור", ל היותרלכ 100 -מספר אותיות שנמחקו ל

אם בשלב מסוים . 100עד  0- ממוספרים מ. Lד לשפה "העתקים של אס 101- ד שמורכב מ"נבנה אסל
  . פעמים ε iנו במעברי השתמש –המשמעות של זה  iבריצה על מילת הקלט הגענו להעתק 

) Lד לשפה "אם מוגדר באס: יהיו מוגדרים באופן הבא εמעברי  , )q pδ α נגדיר  =
1( , ) { } 0,1, 99j jq p jδ ε +′ = =   ).רק בין שני העתקים שכנים εמעברי , כלומר( …

. כל מצבים מקבלים בכל העתקים –מצבים מקבלים  .0מצב התחלתי של העתק מספר  –מצב התחלתי 
צריך היה להגדיר מצבים מקבלים רק בהעתק , אותיות 100 בדיוקאם הינו דורשים מחיקה של , לדוגמה(

  .)מקבלים ללא מקבליםובכל שאר העתקים להפוך מצבים  100מספר 
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L δד לשפה "בהינתן אס: באופן פורמאלי 0(Q,Σ, ,q ,F)  ד"נגדיר אסל:  

δ ′× ×… …0(Q {0, ,100},Σ, ,(q ,0),F {0, ,100})  

)ד "אם מוגדר באס , )q pδ α ))ד יהיה מוגדר "באסל = , ), ) {( , )} 0, ,100q j p j jδ α′ = =   , ובנוסף …

(( , ), ) {( , 1)} 0,1, 99q j p j jδ ε′ = + = ….  

  ?אותיות 100 לפחותואם הינו דורשים מחיקה של 

ובנוסף בין כל שני מצבים בהעתק זה שיש ביניהם מעבר  100נגדיר מצבים מקבלים רק בהעתק מספר 
  ).כפי שהיה ברעיון הראשוני( εעם אות נגדיר בנוסף מעבר 
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  רגולריים ביטויים
  

  :נגדיר קבוצת ביטויים רגולריים באופן הבא. Σב "נתון א

• ∅ 
• ε 
• a  כאשרa∈Σ 

1אם , בנוסף 2,R Rביטויים רגולריים אזי גם:  

• 1 2( )R R∪ ) בסימן  ∪לפעמים מחליפים סימן+( 

• 1 2( )R RD 

• *
1( )R 

Σ{0,1}אם , לדוגמה : אזי ביטויים רגולריים שנקבל =
* * * * * * * * *, (((((0 ) ) ) (( 1) )) ), (((0 ) ) ), (( 1) ), (0 1), ( 1), ( ), ( 1), ( ),0,1, ,ε ε ε ε ε ε ε∪ ∪ ∅ ∪ ∪ ∅ ∪ ∪ ∅… D D  

  

)-נסמן אותה ב. אפשר להתאים שפה R לכל ביטוי רגולרי )L R.  

  :נגדיר

• ( ) {}L ∅ = =∅ 

• ( ) { }L ε ε= 

• ( ) { }L a a=  כאשרa∈Σ 

1אם  2,R Rביטויים רגולריים אזי:  

• 1 2 1 2(( )) ( ) ( )L R R L R L R∪ = ∪ 

• 1 2 1 2(( )) ( ) ( )L R R L R L R=D D 

• * *
1 1(( )) ( )L R L R= 
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  :דוגמאות

* * * * *(((0 1) )) ((0 1)) ( (0) (1)) ({0} {1}) {0,1}L L L L∪ = ∪ = ∪ = ∪ =  

* * * * *(((0 1) )) ((0 1)) ( (0) (1)) ({0} {1}) {01}L L L L= = = =D D D D  

* * * *(((1 ) )) ((1 )) ( ) (1) {1}L L L L∅ = ∅ = ∅ = ∅ =∅D D D D  

* * * 0 1 2(( )) ( ) { } { }L L ε ε∅ = ∅ =∅ =∅ ∪∅ ∪∅ ∪ = ∪∅∪ =… …  

(((0 ) (1 ))) ((0 )) ((1 )) {0, } {1, } {01,0,1, }L L Lε ε ε ε ε ε ε∪ ∪ = ∪ ∪ = =D D D  

  

  אה של ביטויים רגולריים מגדירים סדר קדימותבדרך כלל כדי להקל על הקרי

*

∪
D  

). אריתמטייםבדומה לביטויים (ולא כותבים סוגריים כשהסרתם לא פוגעת ביכולת לשחזר ביטויי מקורי 
  .Dלפעמים לא כותבים סימן , בנוסף

0))*ביטויי רגולרי , לדוגמה (1 )) 1)∪D 01* -ניתן לכתוב בצורה מקוצרת כ 1∪.  

*(((0 1) ) 1)∪D (01)* -אפשר לכתוב כ 1∪.  

  

)כך שמתקיים  Rקיים ביטוי רגולרי  ⇔) ד לשפה"אס/ד"קיים אסל(שפה רגולרית  L: משפט )L L R=  

  

*ים -1מכילה בדיוק שלושה w{ביטוי רגולרי לשפה  כתבו :1תרגיל 
1. { {0,1} :L w= ∈  

*: ביטוי רגולרי לשפה: פתרון * * *0 10 10 10  

* -מילה ב: הוכחת נכונות * * *(0 10 10 10 )L ⇔  010מילה מהצורה 10 10i j k m  כאשר, , , 0i j k m ≥ ⇔ 
  .1L-מילה היא ב ⇔ים - 1מילה מכילה בדיוק שלושה 

*: מסקנה * * *
1(0 10 10 10 )L L=.  

  

 קדימות גבוהה
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  .1Lביטוי רגולרי לשפה  כתבו :2תרגיל 

,4ים הוא -1מספר , כלומר. 3-ים בה שונה מ- 1אם מספר  1L -מילה ב: פתרון   .או יותר 2,1,0

  .0ים במילה הוא - 1מספר  -  0*

* *0   .1ים במילה הוא - 1מספר  -  10

* * *0 10   .2ים במילה הוא - 1מספר  -  10

* * * * *(0 1) 1(0 1) 1(0 1) 1(0 1) 1(0 1)∪ ∪ ∪ ∪   .או יותר 4ים במילה הוא - 1מספר  -  ∪

*הוא  1Lביטוי רגולרי לשפה , לכן * * * * * * * * * *0 0 10 0 10 10 (0 1) 1(0 1) 1(0 1) 1(0 1) 1(0 1)∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪.  

  

*י רגולרי נתון ביטו :3תרגיל  *(0 (1 0) 0) (1 (1 0) 1)R = ∪ ∪ ∪D D D D .מהי( )L R?  

1w מתחילה ומסתיימת באותו תו ומתקיים w{:פתרון > *( ) { {0,1} :L R w= ∈  

*:הוכחה * * *((0 (1 0) 0) (1 (1 0) 1)) {0 0 : {0,1} } {1 1: {0,1} }L v v v v∪ ∪ ∪ = ∈ ∪ ∈D D D D D D D D ברור , לכן
) - שכל מילה ב )L R 2וגודלה לפחות  0-ומסתיימת ב 0- או מתחילה ב 1-ומסתיימת ב 1-היא מתחילה ב.  

1w מתחילה ומסתיימת באותו תו ומתקייםמצד שני אם מילה  0היא מהצורה  < 0vD D  1או 1vD D כאשר
*{0,1}v∈ ולכן היא ב -( )L R.  

*האם  * *((0 (1 0) 0) (1 (1 0) 1)) ((0 1) (1 0) (0 1))L L∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪D D D D D D?  

01*, לדוגמה. תשובה היא לא ((0 1) (1 0) (0 1))L∈ ∪ ∪ ∪D D.  

  

}*101לא מכילה  w{ביטוי רגולרי לשפה  כתבו :4תרגיל  {0,1} :w∈.  

  :כל מילה בשפה היא מהצורה

N NN NN NN N N
1 1 1 00 2 2 2 0

0

(0 0) (1 10 0)(1 10 0) (1 10 0) (1 1)(0 0)
≥ ≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥ ≥ ≥

≥

" " " " " " " " " "
��������	�������


  

  .ים-0 2ים יש לפחות -1בין כל שתי סדרות של , כלומר

*הביטוי רגולרי לשפה הוא , לכן * * * * *0 (11 000 ) 1 0. 
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  :רגולריות שפות של סגור תכונות וםסיכ
  

1אם  2,L L אזי גם, שפות רגולריות  

• 1 2L L∪ 

• 1 2L L∩ 

• 1 2L LD 

• 1L 

• *1L 

• 1
RL 

  .שפות רגולריות
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  שקילות יחס
  

Sתת קבוצה של  -Sעל קבוצה Rיחס בינארי  S×.  

)אם  , )a b R∈  מסמניםaRb.  

,1)}: דוגמה 2), (1,3), , (2,3), (2, 4), , (3, 4), (3,5), }R = … … "-כ ב"שמסומן בד `יחס בינארי על  … "<.  

Rתכונות של יחס  S S⊆ ×:  

a, -רפלקסיביות  .1 S aRa∀ ∈ 

, - סימטריות  .2 ,a b S aRb bRa∀ ∈ ⇔ 

, -טרנזיטיביות  .3 , ,a b c S aRb bRc aRc∀ ∈ ∧ ⇒ 

  .יחס שקילותנקרא  1,2,3יחס בינארי שיש לו תכונות 

  :מחלקות שקילות –קבוצות זרות -יחס שקילות מחלק את הקבוצה עליה הוא מוגדר לתת

,a b S∈ ם "ותה מחלקת שקילות אמבאaRb.  

aמחלקת שקילות של איבר  S∈ מסומנת ב - [ ]Ra  ומוגדרת באופן הבא[ ] { : }Ra b S aRb= ∈ .  

]מתקיים  ] [ ]R Ra b= ם "אמaRb.  

Rכל מחלקות שקילות שמגדיר יחס שקילות  אוסף של S S⊆ S/קבוצת המנה נקרא  × R .  

/ {[ ] : }RS R a a S= ∈  

  .הוא יחס שקילות) 5שוויון מודולו ( ≡mod5 [יחס בינארי על : דוגמה

mod): תזכורת )a b n≡  אם מתקייםa b k n− =   .מספר שלם kכאשר  ⋅

,mod5 : רפלקסיביות  0 5a a a a a∀ ∈ − = ⋅ ⇒ ≡] 

mod5: סימטריות  mod5, , 5 ( ) 5a b a b a b k b a k b a∀ ∈ ≡ ⇔ − = ⋅ ⇔ − = − ⋅ ⇔ ≡] 

 :טרנזיטיביות 
mod5 mod5

mod5

, , , 5 5
( ) ( ) 5 5 ( ) 5

a b c a b b c a b k b c m
a c a b b c k m k m a c
∀ ∈ ≡ ∧ ≡ ⇒ − = ⋅ ∧ − = ⋅ ⇒
− = − + − = ⋅ + ⋅ = + ⋅ ⇒ ≡

]
  

  
  
  

  :מחלקות שקילות
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[0] {0,5, 5,10, 10, }
[1] {1, 1,6, 6, }
[2] {2, 2,7, 7, }
[3] {3, 3,8, 8, }
[4] {4, 4,9, 9, }

= − −
= − −
= − −
= − −
= − −

…
…
…
…
…

  

  :קבוצת המנה
mod5/ {[0],[1],[2],[3],[4]}≡ =]  

  
  
  
  

  :באופן הבאΣ*על   ≡Lנגדיר יחס  Lבהינתן שפה 
*,Lx y x y≡ ∈Σ  אם מתקיים* :w x w L y w L∀ ∈Σ ∈ ⇔ ∈D D  

  
  .יחס שקילות ≡L: טענה
  :הוכחה

* : רפלקסיביות  *,x w x w L x w L∀ ∈Σ ∀ ∈Σ ∈ ⇔ ∈D D 

*: סימטריות  *, , :L Lx y x y w x w L y w L y x∀ ∈Σ ≡ ⇒∀ ∈Σ ∈ ⇔ ∈ ⇒ ≡D D 

 :טרנזיטיביות 
*

*

*

, , ,

(*) : ( )
(**) ' : ( ' ' )

L Lx y z x y y z

w x w L y w L
w y w L z w L

∀ ∈Σ ≡ ∧ ≡ ⇒

∀ ∈Σ ∈ ⇔ ∈ ∧

∀ ∈Σ ∈ ⇔ ∈

D D
D D 

  :מתקיים vלכל 
אם  

(**) (*)
z v L y v L x v L∈ ⇐ ∈ ⇐ ∈D D D  

אם 
(**) (*)

z v L y v L x v L∉ ⇐ ∉ ⇐ ∉D D D  

*, לכן :v x v L z v L∀ ∈Σ ∈ ⇔ ∈D D  
Lx, כלומר z≡.  

  
  
  

  :באופן הבאΣ*על   ≡Aנגדיר יחס  Aד "בהינתן אס

,*מסתיימת באותו מצב  Aד "באס y - ו xריצה של  Ax y x y∈Σ ≡ ⇔  
  

  .ולכן הוא יחס שקילות וטרנזיטיביסימטרי , הוא רפלקסיבי ≡Aיחס 
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a,*לכל  Lד לשפה "הוא אס Aכאשר  b∈Σ יםמתקי :L Ab a b a≡ ⇐ ≡.  

Ab a⇐ ≡ 0 0
ˆ ˆ( , ) ( , )q a q bδ δ⇐   :מתקיים wלכל =

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( , )A A A Aa w L q a w F q a w F q b w F q b w F b w Lδ δ δ δ δ δ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈D D D D

Lb, כלומר a≡.  
  

  :הגדרה
1 2,R R S S⊆ 1אם מתקיים .  יחסי שקילות × 2aR b aR b⇐  לכל,a b S∈  

  .1Rשל  עידוןנקרא  2Rאזי יחס 
  

S/2 -מספר האיברים ב: מתקיים R 1-גדול שווה למספר האיברים ב/S R.  
  

  :Lד לשפה "הוא אס Aכאשר  ≡Lהוא עידון של  ≡Aיחס 

Ab a⇐ ≡ 0 0
ˆ ˆ( , ) ( , )q a q bδ δ⇐   :מתקיים wלכל =

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( , )A A A Aa w L q a w F q a w F q b w F q b w F b w Lδ δ δ δ δ δ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈D D D D

Lb, כלומר a≡.  
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  רגולריות לא שפות
  

 למת הניפוח לשפות רגולריות: נשתמש בשני כלים עיקריים כדי להוכיח שהשפה הנתונה לא רגולרית
  .Myhill–Nerodeומשפט 

  .ניתן להיעזר בתכונות סגור של שפות רגולריות כדי להוכיח ששפה לא רגולרית, בנוסף

}ידוע כי שפה : לדוגמה : 0,1,2, }n na b n = נוכיח בעזרת שימוש בתכונות סגור של שפות . לא רגולרית …

}*רגולריות כי גם  {0,1} : #0 #1}L w= ∈   .שפה לא רגולרית ≠

*שפה  אזי. רגולרית L נניח בשלילה *( )L L a b∩ שפה ( רגולרית כחיתוך של שתי שפות רגולריותL 

* - בסתירה לכך ש. )רגולרית כמשלים של שפה רגולרית *{ : 0,1, 2, } ( )n na b n L L a b= = שפה לא  …∩
  .רגולרית

}*: מסקנה {0,1} : #0 #1}L w= ∈   .שפה לא רגולרית ≠

   

0קיים מספר טבעי  Lלכל שפה רגולרית : למת הניפוח לשפות רגולריות 1n   :ומתקיים ≤

wלכל מילה  L∈ 0 -כך שw n≥  קיימת חלוקהw xyz= שמקיימת:  

1. 1y ≥ 

2. kxy z L∈  0לכלk ≥ 
3. 0xy n≤ 

  

  .שימוש עיקרי של למת הניפוח לשפות רגולריות הוא להוכיח ששפה לא רגולרית

  .קיימות שפות לא רגולריות שמקיימות תנאי למת הניפוח לשפות רגולריות: הערה

  .י כך שנראה שהיא מקיימת תנאי הלמה"לא ניתן להוכיח כי שפה רגולרית ע: חשוב
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  :כ מבצעים שלבים הבאים"הניפוח בד כדי להראות ששפה  לא רגולרית בעזרת למת

 ...לכן למת הניפוח מתקיימת. נניח בשלילה כי השפה היא רגולרית •
 .בשפה בוחרים מילה ארוכה מספיק) שקיים לפי הלמה( 0nכפונקציה של  •

 .לים להתקיים בוזמניתלא יכו 1,2,3נראה שבכל חלוקה אפשרית של המילה שבחרנו תנאים  •
הנחה לא : מסקנה). שהוכחה כנכונה(קיום של מילה כזאת בשפה סותר נכונות של למת הניפוח  •

 .שפה לא רגולרית, כלומר. נכונה

 

  אינסופיתכדי להראות ששפה  לא רגולרית מספיק למצוא סדרה : Myhill–Nerodeשימוש במשפט 

1{ }i iw ∞
iכך שמתקיים לכל  )לא בהכרח בשפה( Σ* - של מילים ב = j≠  i L jw w≡ )קיימת , כלומר*z∈Σ 

iכך שמתקיים  jw z L w z L∈ ∧ iאו  ∌ jw z L w z L∉ ∧ ∈.(  

  

  

1נתונה שפה  :1תרגיל  { : }n nL a b n m= ≥  

  .הוכיחו כי שפה לא רגולרית

  :פתרון

  :לשפות רגולריות בעזרת למת הניפוח

0קיים מספר טבעי , לפי למת הניפוח ⇐נניח בשלילה כי שפה זו רגולרית  1n לכל מילה : ומתקיים ≤

1w L∈ 0 -כך שw n≥  קיימת חלוקהw xyz=  של הלמה 1,2,3ומתקיימים תנאים.  

0נבחר מילה  0
1

n nw a b L= 0מתקיים  ∋ 02w n n= wלכן קיימת חלוקה  ≤ xyz=  1,2,3שמקיימת תנאים 

  .של הלמה

0xy 3לפי תנאי   n≤ , לכן בכל חלוקה אפשריתy  סדרה שלa -1 1לפי תנאי . יםy סדרה  yלכן  ,≤

  .ים-aלא ריקה של 

kxy  2לפי תנאי  z L∈  0לכלk 0kאם נבחר . ≤ 0נקבל  = 00
1

n y nxy z xz a b L−= = אבל . ∋
0 0

1
n y na b L− 0כי  ∌ 0n y n− 1yמתקיים ( > 0כל חלוקה של מילה, כלומר). ≤ 0n nw a b= ה לקיים לא יכול

  .של הלמה 1,2,3בוזמנית תנאים 

  .שפה לא רגולרית: מסקנה
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  :Myhill–Nerodeמשפט בעזרת 

i,1,2,3 קיימת סדרת מילים אינסופית
iw a i= = …  

i: נוכיח כי מתקיים L jw w≡  לכלi j≠.  

)maxנגדיר  , )i jz b= מתקיים:  

iאם  j> ,max( , ) max( , ),i i i j i i j j i j j ia z a b a b L a z a b a b L= = ∈ = = ∉  

iאם  j< ,max( , ) max( , ),i i i j i j j j i j j ja z a b a b L a z a b a b L= = ∉ = = ∈  

  

  נתונה שפה :)2010' סמסטר א' מבחן מועד א( 2תרגיל 

σקיימת  אות { ∈Σ כך ש-σ מופיעה ב-w  לפחות
2
w

*פעמים  
2 { { , , , } :L w a b z= ∈ …  

  .הוכיחו כי שפה לא רגולרית

  :פתרון

  :לשפות רגולריות בעזרת למת הניפוח

0טבעי  קיים מספר, לפי למת הניפוח ⇐נניח בשלילה כי שפה זו רגולרית  1n לכל מילה : ומתקיים ≤

2w L∈ 0 -כך שw n≥  קיימת חלוקהw xyz=  של הלמה 1,2,3ומתקיימים תנאים.  

0נבחר מילה  0 02 2 4
2

n n nw a b c L= 0מתקיים  ∋ 08w n n= wקיימת חלוקה לכן  ≤ xyz=  שמקיימת תנאים

  .של הלמה 1,2,3

  .ים-aסדרה לא ריקה של  yנובע כי בכל חלוקה  1 -ו 3מתנאי  

3kאם נבחר  0נקבל  = 0 02 2 2 4n y n na b c+.  מתקיים
0 0 02 2 2 4

0
0

8 2
4

2 2

n y n na b c n y
n y

+
+

= = +  

0 0 0 0# 2 2 (2 ) 3 4a n y n y y n y n y= + = + + ≤ + < +
  

0 0# 2 4b n n y= < +
  

0 0# 4 4c n n y= < +
 

0לכן  0 02 2 2 4
2

n y n na b c L+ ∉.  
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0כל חלוקה של מילה  0 02 2 4
2

n n na b c L∈  של הלמה  1,2,3לא יכולה לקיים בוזמנית תנאים  

.לא רגולרית 2Lשפה  ⇐
  

 

  :Myhill–Nerodeמשפט בעזרת 

i,1,2,3 קיימת סדרת מילים אינסופית i
iw a b i= = …  

i: נוכיח כי מתקיים L jw w≡  לכלi j≠.  

2נגדיר  min( , )i jz b   :מתקיים =⋅

i אם j> 2 אז jz c 2jמתקיים . =⋅ j j
jw z a b c= 2אבל . בשפהi i j

iw z a b c= לא בשפה כי  

2 2
2 2
iw z i j i j+

= = #אבל  + #
2
iw za b i i j= = < + #ובנוסף  = 2

2
iw zc j i j= < + =. 

iאם  j< 2 אזiz c=.  2מתקייםi i i
iw z a b c= 2אבל . בשפהj j i

jw z a b c= לא בשפה.  

  

  נתונה שפה :)2010' בסמסטר ' מבחן מועד א( 3 תרגיל

}w  שרשור של שני פלינדרומים*
3 { {0,1} :L w= ∈  

  .הוכיחו כי שפה לא רגולרית

  :פתרון

0למילה מהצורה : נוכיח טענת עזר 10 11m n
1כאשר   m n≤   .לא קיימת חלוקה לשני פלינדרומים >

  :כל החלוקות של המילה

• 0 10 11m l n− 0 - וl  0כאשר l m≤ 0מילה . > 10 11m l n−  ומסתיימת  0-כי מתחילה ב(לא פלינדרום
  ).1-ב

• 10 11n 0 - וm  . 10מילה 11n  0לא פלינדרום כיn ≠. 
• 0 11n 0 - ו 1m . 0מילה 1m  1-ומסתיימת ב 0-כי מתחילה ב(לא פלינדרום.( 

• 0 11n l− 0 - ו 10m l .0 10m j  פלינדרום רק אםl m=  לכן
P0

0 11 0 11n l n m
≥

− כי (והיא לא פלינדרום  =−
 ).1-מת בומסתיי 0- מתחילה ב

0 - ו 1 • 10 1m n  0מילה 10 1m n  1-ומסתיימת ב 0-כי מתחילה ב(לא פלינדרום.( 
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  :לשפות רגולריות בעזרת למת הניפוח

0טבעי קיים מספר , לפי למת הניפוח ⇐נניח בשלילה כי שפה זו רגולרית  1n לכל מילה : ומתקיים ≤

3w L∈ 0 -כך שw n≥  קיימת חלוקהw xyz=  של הלמה 1,2,3ומתקיימים תנאים.  

 נבחר מילה  0 01 10 10 11n nw + 0כי  3L בשפה מילה זו.=+ 01 10 10n n+ בנוסף . פלינדרום 11פלינדרום וגם  +

0מתקיים  02 5w n n= ⋅ + > .  

  .ים-0סדרה לא ריקה של  yנובע כי בכל חלוקה  1 -ו 3מתנאי  

0kאם נבחר  0נקבל  = 01 10 10 11n y n+ − + .  

0מתקיים  01 1 1n y n≤ + − < 0למילה  נקבל כי . לכן ניתן להשתמש בטענת עזר + 01 10 10 11n y n+ − לא  +

  .קיימת חלוקה לשני פלינדרומים

0מילה : מסקנה 01 10 10 11n y n+ −   .לא בשפה +

0כל חלוקה של מילה  01 1
30 10 11n n L+ +   של הלמה  1,2,3לא יכולה לקיים בוזמנית תנאים  ∋

  .לא רגולרית 3Lשפה  ⇐

  :Myhill–Nerodeמשפט בעזרת 

0 קיימת סדרת מילים אינסופית 1, 2,3,i
iw i= = …  

i: נוכיח כי מתקיים L jw w≡  לכלi j≠.  

)maxנגדיר  , )10 11i jz   :מתקיים =

i אם j> 1011 אזiz 010מתקיים . = 11i i
iw z = 0אבל . בשפה ⋅ 1011j i

jw z   .לא בשפה לפי טענת עזר =

i אם j< 10 אז 11jz 010מתקיים . = 11i j
iw z 0אבל . לא בשפה לפי טענת עזר = 10 11j j

jw z =   .בשפה⋅
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  הקשר חסרות שפות
 

הרחבת מודל של אוטומט סופי לא   –) לא דטרמיניסטי אם לא מצוין אחרת(אוטומט מחסנית 
מעבר למצב . מגודל לא חסום) LIFO הפועל בשיטה חסוןאמצעי א(י הוספת מחסנית "דטרמיניסטי ע

  .אות הקלט ואות שנמצאת בראש המחסנית, הבא מתבצע כפונקציה של המצב הנוכחי

  .ב המחסנית"ב הקלט לא חייב להיות זהה לא"א: הערה

. כאשר קיים לה מסלול חישוב שמסתיים במצב מקבל ומחסנית ריקהמ "י א"מילה מתקבלת ע: נגדיר
 )בהן לא נשתמש בקורס זה" מ"י א"מילה מתקבלת ע"גם הגדרות אחרות של מוסג  קיימות(

אבל לא קיים להן אוטומט מחסנית ) לא דטרמיניסטי(י אוטומט מחסנית "קיימות שפות שמתקבלות ע
  ).דטרמיניזם לא מוסיף להם כוח חישובי נוסף-בשונה מאוטומטים סופיים שהשימוש באי(דטרמיניסטי 

  

  :מ"של אפי אתיאור גר

x,משמעות של סימון  α β→ רק אם אות הקלט היא  הוא שמעבר בין מצבים מתבצעת על הקשx 
סים נמחקת מראש המחסנית ומכני αבזמן המעבר אות , בנוסף .αובראש המחסנית נמצאת אות 

)(βבמקומה אות  ), ( )POP PUSHα β.(  

  :ε - שימוש ב

,x ε β→  מעבר מתבצע כאשר אות הקלט היאx .מכניסים , בנוסףβ לראש המחסנית ללא מחיקה 
)(של אות שהייתה בראש המחסנית  )PUSH β.(  

,x α ε→  מעבר מתבצע כאשר אות הקלט היאx  ובראש המחסנית נמצאת אותα .מוחקים  , בנוסף
α  מראש המחסנית)( )POP α.(  

,x ε ε→  מעבר מתבצע כאשר אות הקלט היאx .המחסנית לא משתנה.  

,ε α β→  מעברε  שניתן להשתמש בו אם בראש המחסנית נמצאת אותα. בזמן המעבר אות , סףבנו
α  נמחקת מראש המחסנית ומכניסים במקומה אותβ)( ), ( )POP PUSHα β.(  

  

  

  

  

  



45 
 

  .ב נתון"סדרה של כללים ליצירת מילים מעל א –דקדוק חסר הקשר 

  -ה מורכב מ"דח

. כ באותיות לטיניות גדולות"שמסמנים אותם בד) משתנים(של נונטרמינלים  Vקבוצה סופית  •
  .S -כ מסומן ב"ובד "נונטרמינל התחלתי"-נונטרמינל אחד מוגדר כ ,בנוסף

 .)אותיות(של טרמינלים  Σקבוצה סופית  •
 :כל כלל גזירה הוא מהצורה. של כללי גזירה Rקבוצה סופית  •

  נונטרמינל→εאו  נונטרמינליםסדרה סופית של טרמינלים ו

  

  ,לדוגמה

{ , }
{ , }
:

V S A
a b

R
S abS
S A
A baS
A ε

=
Σ =

→
→
→
→

  

  : ניתן לכתוב כללי גזירה בצורה מקוצרת 

|
|

S abS A
A baS ε
→
→

  

במקרה של (רוזת ששווה לצד שמאל של כלל גזירה החלפת מח –) צעד גזירה(הפעלת כלל גזירה 
  .במחרוזת שנמצאת בצד ימין של הכלל) דקדוק חסר הקשר בצד שמאל יש רק נונטרמינל אחד

ba, לדוגמה bA Saba⇒  הפעלת כלל גזירהA baS→.  

י הפעלת כללי "ע Sהתחלתי  מינלמנונטראם היא מתקבלת  –) סדרה של טרמינלים( גוזר מילה ה"חד
  .גזירה מספר סופי של פעמים

, לדוגמה
S abS S A A baS S A A
S abS abA abbaS abbaA abba abba

ε
ε

→ → → → →
⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ S*מסמנים  = abba⇒.  

* -  G ה"חשפה של ד *( ) { : }L G w S w= ∈Σ   .גוזר Gכל סדרות של טרמינלים שדקדוק , כלומר. ⇒

  עץ גזירהניתן להציג גזירה של מילה בצורה גראפית בעזרת 
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S 

 

a    b     S 

 

            A 

 

             b    a     S 

  

                              A  

       

                              ε  

  

אבל לעץ גזירה אחד יכולים להתאים מספר גזירות של . זירה של המילה מתאים עץ גזירה אחדלכל ג 
  .המילה

  

  .משמעי-רבדקדוק כזה נקרא , ה קיימת מילה שיש לה יותר מעץ גזירה אחד"אם בשפה של דח

  .משמעי- חדנקרא לדקדוק , ה יש רק עץ גזירה אחד"אם לכל מילה בשפה של דח

אבל קיימות שפות שכל דקדוקים . משמעיים-משמעיים וגם חד-ם דקדוקים רביתכן מצב בו לשפה יש ג
  .משמעיים- שגוזרים אותן הם רב

  

  

  .Lקיים דקדוק חסר הקשר שגוזר  ⇔י אוטומט מחסנית "שמתקבלת ע Lשפה : משפט
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  :ההגדר

  .קיים דקדוק חסר הקשר שגוזר אותה –ת הקשר שפה חסר •

  

Lאזי , שפה רגולרית R -שפה חסרת הקשר ו Lאם : טענה R∩ שפה חסרת הקשר.  

  : חשוב

  .חיתוך של שתי שפות חסרות לא בהכרח שפה חסרת הקשר •
  .שר לא בהכרח שפה חסרת הקשרמשלים של שפה חסרת הק •

  

  :הגדרה

) דקדוק חסר הקשר • , , , )V R SΣ  אם מתקייםבצורה נורמאלית של חומסקי:  
A כל כלל גזירה מהצורה - BC→  אוA α→  כאשר, , , , ,A B C V B C S α∈ ≠ ∈Σ 

- ε כלומר. יגזר רק מהנונטרמינל התחלתייכול לה ,S ε→. 

  

כך  G'קיים דקדוק חסר הקשר בצורה נורמאלית של חומסקי  Gלכל דקדוק חסר הקשר : משפט
)שמתקיים  ') ( )L G L G= ) קיים אלגוריתם יעיל לבניית'G  בהינתןG.(  

  

1נתונה שפה  :1תרגיל  { : 0}n m n mL a b c n m−= ≥ ≥  

  .ה לשפה"מ ודח"תכננו א

  :פתרון

  :מ"א

nמתקיים  m n m

n

a b c −
�	
*מילה מהצורה , כלומר.  * *a b c ם מספר "מתקבלת אמa - ים שווה למספרb-ים ו -c-

  .ים ביחד

aנוציא  cאו  bלמחסנית ועל כל  aשנקרא נכניס  aעל כל : מ מחסנית שנבנה יפעל באופן הבא"א, לכן
  .מראש המחסנית
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  :ה"דח

מתקיים 
n

n m nm m maa cb− −
�	
  :ה לשפה"דח. 

|
|

S aSc A
A aAb ε
→
→

  

  

  

2ב "ביטוי רגולרי מעל א α{נתונה שפה  :2תרגיל  { :{0,1}L α=  

  ?ה"האם ח, אם לא? האם שפה רגולרית

  :פתרון

*עם שפה רגולרית  2Lחיתוך של שפה  * * * * * *{( *) : , 0} {( ), ( ) ), ( ) ) ), , (( ), }( )n m n m∅ > = ∅ ∅ ∅ ∅… …  

)הוא שפה לא רגולרית  ){( *) : 0}n n n∅   ).הוכחה בעזרת למת הניפוח לשפות רגולריות( <

  .לא רגולרית 2Lלכן שפה 

  :Lה לשפה "דח

0,1, ,
( )
( )
( *)

S
S S S
S S S
S S

ε→ ∅
→ ∪
→
→

D
  

,0,1תווים : הערה , , (, ), , ,*ε ∅ ∪ D הם טרמינלים.  
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3נתונה שפה  :3תרגיל  { : 2 }i jL a b i j i j= ≠ ∧    ?ה"האם שפה ח  ≠

  :פתרון

3מתקיים  { : 2 } { : 2 } { : } { : 2 }i j i j i j i jL a b i j i j a b j i a b j i a b i j i= ≠ ∧ ≠ = > ∪ < ∪ < <  

{ : 2 }i ja b j i> ה"שפה ח:  

  

{ : }i ja b j i< ה"שפה ח:  

  

{ : 2 }i ja b i j i<   :ה"שפה ח >

  .שפה חסרת הקשר כאיחוד סופי של שפות חסרות הקשר 3Lלכן 
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*נתונה שפה  :4תרגיל 
4 { {0,1} : #0 #1}L w= ∈ =  

  ?ה"האם שפה ח

  :פתרון

0: ה לשפה"דח 1 |1 0 |S S S S S ε→  נקרא לוG.  

  :הוכחת נכונות

4( )L G L⊆:  

,1לאחר : טענה 2,n = צעדי גזירה תמיד נקבל מחרוזת של טרמינלים ונונטרמינלים שמכילה מספר  …
ה כל מחרוזת טרמינלים שנקבל לאחר מספר סופי של צעדי גזירה מכיל: מסקנה. ים-1- ים ו- 0שווה של 

  .ים- 1- ים ו-0מספר שווה של 

1nאם  0: מחרוזות שנקבל = 1 ,1 0 ,S S S S ε.  

  :אזי בצעד גזירה הבא. ים- 1-ים ו- 0צעדי גזירה קיבלנו מחרוזת עם מספר שווה של  nאם לאחר 

Sאם נשתמש בכלל גזירה  • ε→  ים לא השתנה-1ים ו-0מספר. 
0אם נשתמש בכלל  • 1S S S→  לכן שוויון נשמר. 1-ים גדל ב-1וגם מספר  1-ים גדל ב-0מספר. 
1אם נשתמש בכלל  • 0S S S→  לכן שוויון נשמר. 1-ים גדל ב-1וגם מספר  1-ים גדל ב-0מספר. 

  .ים- 1- ים ו-0צעדי גזירה מספר נקבל מחרוזת עם מספר שווה של  +1nלכן גם לאחר 

4( )L G L⊇:  

  .4L-גוזר כל מילה ב G-ש kנוכיח באינדוקציה על אורך המילה 

  .מאורך זוגי 4L-כל מילה ב: הערה

0k =  

S ε⇒  לכן( )L Gε ∈  

2k =  

0 1 0 1 0 1 01S S S Sε ε ε⇒ ⇒ ⇒ 01לכן  = ( )L G∈  

1 0 1 0 1 0 10S S S Sε ε ε⇒ ⇒ ⇒ 10לכן  = ( )L G∈  

)-ב nמאורך  4L-כל מילה בנניח ש )L G 4-נוכיח שגם כל מילה בL 2מאורךn+ ב-( )L G:  

  .0-כ נניח שהיא מתחילה ב"בה. +2nמאורך 4L-ב wנתונה מילה 
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#0- שווה ל jw: נגדיר   .wשל  jברישא מגודל  −#1

        ( )w j - במקום  תוjב- w.  

1יהי  i w< 0iwכך שמתקיים   ביותר ןקטמספר   ≥ = )i קיים כי ב- w  ים- 1- ים ו-0מספר שווה של(  

)אזי מתקיים  0 -מתחילה ב wאם : טענת עזר ) 1w i )אם ( = ) 0w i 1מתקיים   = 1iw − = 1וגם  − 1w = 
iקיים , לכן i′ 0iw-כך ש  > ′   ).iאליות של בסתירה למינימ =

0נקבל חלוקה של מילה  (2, 1) 1 ( 1, 2)w w i w i n= − + +D D D  2)4כאשר, 1), ( 1, 2)w i w i n L− + + ∈.  

*לפי הנחת האינדוקציה  *(2, 1), ( 1, 2)S w i S w i n⇒ − ⇒ + לכן  +
*0 1 0 (2, 1) 1 ( 1, 2)S S S w i w i n w⇒ ⇒ − + + =D D D  

  .1-מתחילה ב wבאופן דומה אם 

  

  

 :)2010'  מתוך מבחן סמסטר ב( 5תרגיל 

{0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9}Σ )נגדיר  wעבור מילה . = )e w להיות המילה המתקבלת מ-w י השמטת "ע
(0073423982)למשל . זוגי-התווים שערכם אי 004282e =  

)נגדיר  Σב "מעל הא Lעבור שפה  ) { ( ) : }e L e w w L= ∈  

)שפה חסרת הקשר אז  Lאם : הוכיחו )e L חסרת הקשר.  

  :פתרון

)לשפה  eMמ "נגדיר א Lלשפה  Mמ "בהינתן א )e L.  

  :פרט לשינוי הבא Mיהיה זהה למבנה של  eMמבנה של 

x,מהצורה M- כל מעבר ב y z→  כאשרx זוגי נחליף ב-תו שערכו אי -eM  במעבר מהצורה, y zε →.  

ונשארו גם ( M-ב שהיו εכדי להבדיל אותם ממעברי " זוגיים- אי" εשהוספנו  נקרא מעברי  εלמעברי 
  )eM-ב

  :סקיצה של הוכחה

)אם  )v e L∈  אזי קיימתu L∈  כך שמתקיים( )v e u=.  
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u L∈  לכן קיים מסלול חישוב שלM  עלu אם בזמן הריצה . שמסתיים במצב מקבל עם מחסנית ריקה
שתואמים " זוגיים-אי" εנשתמש באותם מעברים על תווים שערכם זוגי ובמעברי  vעל  eMשל 

כי (ומחסנית ריקה   eMנסיים את הריצה במצב מקבל של , זוגי-שערכם אי u-ל תווים בלמעברים ע
  .vמקבל את  eMמ "א, כלומר). uעל Mפעולות על המחסנית היו זהות לפעולות של 

  

 eM -אבל בהינתן מסלול חישוב מקבל ב. אזי קיים מסלול חישוב מקבל eM-מתקבלת ב vאם מילה 
נשתמש במעברים " זוגיים-אי" εמקום שימוש במעברי ב: M-אפשר להתאים מסלול חישוב מקבל ב

u: שתואמת למסלול חישוב זה מקיימת uמילה . מקוריים שתואמים למעברים אלה L∈ ובנוסף ,
( )v e u=.  

  

  :הקשר ותחסר שפות של סגור תכונות סיכום
  

1אם  2,L L שפות חסרות הקשר ו-R אזי גם,  שפה רגולרית  

• 1 2L L∪ 

• 1 RL ∩ 

• 1 2L LD 

• *1L 
• 1

RL 

  .שפות חסרות הקשר
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  הקשר חסרות לא שפות
  

0קיים מספר טבעי  Lה "לכל שפה ח: חסרות הקשרלמת הניפוח לשפות  1n   :ומתקיים ≤

wלכל מילה  L∈ 0 -כך שw n≥  קיימת חלוקהw uvxyz= מקיימתש:  

4. 1vy ≥ 

5. k kuv xy z L∈  0לכלk ≥ 
6. 0vxy n≤ 

  

  ):2010' מתוך בוחן סמסטר א( 1תרגיל 

* *{0,1} , {1}i ib u∈   . `∋iהייצוג אונארי ובינארי של מספר  ∋

1: נגדיר { : }i iL u b i= ∈`  

1: דוגמה למילים בשפה 1 2 2 3 311, 1110, 11111,u b u b u b= = = …  

  ?ה "ח 1Lהאם שפה 

  :פתרון

*אזי , ה"ח 1Lנניח בשלילה כי 
1

2 1{1} { : }1 i iL i− +∩ = כחיתוך של שפה רגולרית ושפה (ה "שפה ח `∋
  ).ה"ח

*ה כי השפה "לשפות ח נוכיח בעזרת למת הניפוח
1

2 1{1} { : }1 i iL i− +∩ =   .ה"לא ח `∋

0קיים מספר טבעי , לפי למת הניפוח ⇐ה "נניח בשלילה כי שפה זו ח 1n 1wלכל מילה : ומתקיים ≤ L∈ 

0w -כך ש n≥  קיימת חלוקהw uvxyz=  של הלמה 1,2,3ומתקיימים תנאים.  

1* -נבחר מילה ב {1}L ∩ 
0

02 11
n nw − 0מתקיים . =+

0 02 1nw n n= − + wלכן קיימת חלוקה  ≤ uvxyz= 

  .של הלמה 1,2,3שמקיימת תנאים 

01נובע   1 -ו 3ים ומתנאי  -1סדרה של  vyבכל חלוקה vy n≤ ≤ .  

2kאם נבחר   נקבל =
0

02 11
n n vy− + +   
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0: מתקיים 0 0 1
0 0 02 1 2 1 2 1 ( 1)n n nn n vy n+− + < − + + < − + +.  

  `∋iלכל ,  לכן 
0

02 1 2 11 1
n in vy i− + + − +≠.  

המילה  ⇐
0

02 11
n n vy− + *לא בשפה  +

1
2 1{1} { : }1 i iL i− +∩ =   .בסתירה לנכונות הלמה `∋

*שפה : מסקנה
1 {1}L   .ה"לא ח 1Lה ולכן גם "לא ח ∩

  

,נתונה שפה: 2תרגיל  0}n m nומתקיים  ≤ m+  2מספר ראשוני { :n mL a b=  

  ?ה "האם שפה ח

  :פתרון

  .ה"לא ח 2Lה כי השפה "נוכיח בעזרת למת הניפוח לשפות ח

0ר טבעי קיים מספ, לפי למת הניפוח ⇐ה "נניח בשלילה כי שפה זו ח 1n 2wלכל מילה : ומתקיים ≤ L∈ 

0w -כך ש n≥  קיימת חלוקהw uvxyz=  של הלמה 1,2,3ומתקיימים תנאים.  

 2L -נבחר מילה ב
pw a=  כאשרp  0מספר ראשוני מינימאלי  שמקייםp n≥ )p  קיים כי יש מספר

0wמתקיים ). אינסופי של מספרים ראשוניים p n= wלכן קיימת חלוקה  ≤ uvxyz=  שמקיימת תנאים

  .מהשל הל 1,2,3

1ים ומתקיים -aסדרה של  vyנובע כי בכל חלוקה  1מתנאי  vy≤ .  

1kאם נבחר  p= p נקבל + p vya + ⋅
אבל מספר  

2

(1 )p p vy p vy
≥

+ ⋅ = +��	�
לא ראשוני ולכן מילה  
p p vya + ⋅

 

  . לא בשפה בסתירה לנכונות הלמה

  .ה"לא ח 2Lשפה : מסקנה
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2נתונה שפה : 3תרגיל  3
3 {0 #0 #0 : }i i iL i= ∈`  

  ?ה "האם שפה ח

  :פתרון

  .ה"לא ח 3Lה כי השפה "נוכיח בעזרת למת הניפוח לשפות ח

0קיים מספר טבעי , לפי למת הניפוח ⇐ה "שלילה כי שפה זו חנניח ב 1n 3wלכל מילה : ומתקיים ≤ L∈ 

0w -כך ש n≥  קיימת חלוקהw uvxyz=  של הלמה 1,2,3ומתקיימים תנאים.  

3L 0 -ר מילה בנבח 0 02 30 #0 #0n n nw 0מתקיים . = 06 2w n n= + wלכן קיימת חלוקה  ≤ uvxyz= 

  .של הלמה 1,2,3שמקיימת תנאים 

ע הניפוח לכן כל קט) כי לאחר הניפוח נקבל מילה מהצורה לא נכונה(# קטעי הניפוח לא יכולים להכיל תו 
  .ים אחד- 0נמצא רק ברצף 

ים אחד -0בכל חלוקה של המילה יהיה לפחות רצף , לכן. 2מספר קטעי הניפוח לא ריקים הוא לכל היותר 
  ).ולפחות רצף אחד שמכיל קטע ניפוח(שלא מכיל קטע ניפוח 

2k, לדוגמה(לאחר הניפוח     .מילה לא בשפה, כלומר. לא נשמר ים-0נקבל מילה בה יחס בין מספר ) =

  .ה"לא ח 3Lשפה : מסקנה

  

*נתונה שפה : 4תרגיל 
4 { # : , {0,1} , , }L α β α β α β α β= ∈ = ≠  

  ?ה "האם שפה ח

  :פתרון

}*למרות ששפה דומה  : , {0,1} , , }αβ α β α β α β∈ = נראה בעזרת למת , היא חסרת הקשר ≠

  .לא 4Lה כי שפה "הניפוח לשפות ח

0קיים מספר טבעי , לפי למת הניפוח ⇐ה "נניח בשלילה כי שפה זו ח 1n 4wלכל מילה : ומתקיים ≤ L∈ 

0w -כך ש n≥  קיימת חלוקהw uvxyz= של הלמה 1,2,3נאים ומתקיימים ת.  

4L    0-נבחר מילה ב 0 0 0 0 0! !1 0 #1 0n n n n n nw + 0מתקיים  =+ 0 02 ! 4 1w n n n= ⋅ + + לכן קיימת חלוקה  ≤

w uvxyz=  של הלמה 1,2,3שמקיימת תנאים.  

  ).צורה לא נכונהכי לאחר הניפוח נקבל מילה מה(# קטעי הניפוח לא יכולים להכיל תו 
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  .לאחר הניפוח נקבל מילה לא בשפה, אם גדלים של קטעי הניפוח בשני חלקי מילה לא שווים, בנוסף

vנמצא בחלק ימני של המילה ומתקיים  y, נמצא בחלק שמאלי של המילה v: מסקנה y=.  

01נובע   1 -ו 3 מתנאי  vy n≤   .ים-1מכיל רק  y, ים-0מכיל רק  vלכן  ≥

0אם נבחר  ! 1nk
v

=  נקבל  +
0 0

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

! !
! ! ! ! ! !1 0 #1 0 1 0 #1 0

n nn v n y
v vn n n n n n n n n n n n

+ +
+ + + + + +=  

 .מילה לא בשפה בסתירה לנכונות הלמה

  .ה"לא ח 4Lשפה : מסקנה

 יאתנ כך שלכל חלוקה של המילה) 2- שווה ל, לדוגמה(מסוים  kבתרגילים קודמים ראינו שקיים  : הערה
  !שונה kלכל חלוקה קיים  בתרגיל זה . לא מתקייםהלמה של  2
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 )דטרמיניסטית( טיורינג מכונת
 

  

}*דוגמה למכונת טיורינג לשפה  {0,1} : #0 #1}w∈ =.  

  :נפעל על פי האלגוריתם הבא: רעיון

 .נקבל –קלט היא מילה ריקה האם מילת .  1 .1

 ,אחרת  .2

 1כותב ימינה ונחליף /נזיז את הראש הקורא ,$נחליף אותו בסימן  0אם תו הראשון הוא  1.2.1
 .)נדחה – 1אם הגענו לסוף הקלט ולא מצאנו ( xהראשון שנמצא בסימן  

 0כותב ימינה ונחליף /נזיז את הראש הקורא$, בסימן  נחליף אותו 1אם תו הראשון הוא  1.2.2
  .)נדחה – 0אם הגענו לסוף הקלט ולא מצאנו (  xהראשון שנמצא בסימן

 .$שמאלה עד לסימן , כלומר. כותב לתחילת הסרט/נחזיר את הראש הקורא .2
 :$או  x-נחפש תו ראשון שונה מ .3

הראשון  1כותב ימינה ונחליף /אנזיז את הראש הקור ,x בסימןנחליף אותו  0אם תו זה הוא   .1
 .2נחזור לשלב , )נדחה – 1אם הגענו לסוף הקלט ולא מצאנו ( xשנמצא בסימן  

הראשון  0כותב ימינה ונחליף /נזיז את הראש הקורא ,x בסימןנחליף אותו  1אם תו זה הוא   .2
 . 2נחזור לשלב , )נדחה – 1אם הגענו לסוף הקלט ולא מצאנו ( xשנמצא בסימן  

 .נקבל –גענו לסוף הקלט ולא מצאנו תו כזה אם ה .3

                   

  :10011011הרצת אלגוריתם על המילה   :00011011הרצת אלגוריתם על המילה 
00011011 
$0011011 
$00x1011 
$x0x1011 
$x0xx011 
$xxxx011 
$xxxx0x1 
$xxxxxx1 
$xxxxxxx  

 
  3.3נקבל לפי 

10011011 
$0011011 
$x011011 
$xx11011 
$xxx1011 
$xxxx011 
$xxxxx11 
$xxxxxx1 

  
  

  3.2נדחה לפי 
 

 :ל"תיאור גראפי של מכונת טיורינג שפועלת על פי האלגוריתם הנ

,משמעות של סימון  ,x y R הוא שמעבר בין מצבים מתבצע אם קראנו על הסרט ת קשעל הx כותבים , ובנוסףy  במקום

x ט זז ימינה צעד אחד "כותב של מ/והראש הקורא), ,x y L כאשר הוא זז שמאלה.(  

  .אחרי מילת הקלט על הסרט מופיעה סדרה אינסופית של 
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  ט"מ י"ע לקבלה ניתנות/כריעות שפות
  

  :הגדרות

  .acceptqהיא עוצרת ונכנסת למצב  xאם בזמן ריצה שלה על  xקלט  מקבלת Mט "מ •

  .rejectqהיא עוצרת ונכנסת למצב  xאם בזמן ריצה שלה על  xקלט  דוחה Mט "מ •

  .היא  נכנסת ללולאה אינסופית או דוחה xבזמן ריצה שלה על  xקלט אם  לא מקבלת Mט "מ •
)*מקבלת  M :}M ט"שפה של מ • ) { :L M w w= ∈Σ. 

  
)אם מתקיים   Lמקבלת את השפה  M ט"מ • )L M L= .על כל , כלומרx L∈ M עוצרת 

xועל כל , acceptqונכנסת למצב  L∉  עוצרת ונכנסת למצבrejectq או נכנסת ללולאה אינסופית.  

אם  )Recursively Enumerable/recognizable/Turing-acceptable( ניתנת לקבלה נקראת שפה  •
 . ט שמקבלת אותה"קיימת מ

 

)אם מתקיים   Lאת השפה  מכריעה M ט"מ • )L M L= על , כלומר. עוצרת על כל קלטהיא ו
xכל  L∈ M ונכנסת למצב  עוצרתacceptq , ועל כלx L∉ עוצרת ונכנסת למצב rejectq. 

 .אותה מכריעהט ש"אם קיימת מ) decidable/Recursive(כריעה  נקראת שפה  •

  .כל שפה כריעה היא גם ניתנת לקבלה: הערה   

  

1אם : מתקיים 2,L L  אזי גם, שפות ניתנות לקבלה  

• 1 2L L∪ 

• 1 RL ∩ 

• 1 2L LD 

• *1L 

  .שפות ניתנות לקבלה
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1אם : מתקיים 2,L L  אזי גם, שפות כריעות  

• 1 2L L∪ 

• 1 RL ∩ 

• 1 2L LD 

• *1L 
• 1L 

  .שפות כריעות

  

  :מוגדרת באופן הבא Uת אוניברסאליט טיורינג "מ: הגדרה

M,בדיקה שקלט מהצורה  .1 w< >Mכאשר  < ב "מעל א מחרוזת w - ט ו"קידוד חוקי של מ <
 .נדחה, אם לא. Mהקלט של 

 :wעל מחרוזת הקלט  Mט "ביצוע סימולציית הריצה של מ .2
 .נקבל -wמקבלת  Mאם  -
 .נדחה -wדוחה  Mאם  -

M,לא עוצרת על קלט  Uאזי גם , wלא עוצרת על  Mאם : הערה w< >.  

  

}M ACCEPT=ט"מ ,w וזתמחר .M  מקבלת את( ) { , :L U M w w= < >  

  .ניתנת לקבלהACCEPTשפה , לכן לפי הגדרה

  

  

  )הוכחה בעזרת ליכסון. (לא שפה כריעה ACCEPTשפה : 1 משפט

  

L,אם שפות : 2 משפט L לה אזי הן כריעותניתנות לקב.  

  .לא ניתנת לקבלה Lאזי , ניתנת לקבלה ולא כריעה Lאם : מסקנה

  

}לא מקבלת את  M. מחרוזת w, ט"מM{: נגדיר , :NOT ACCEPT M w w− = < >  
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ACCEPT}קלט לא מהצורה תקינה{: מתקיים NOT ACCEPT= − ∪  

  -לכן נתייחס למשלים כ. ניתן לבדוק ביעילות האם קלט בצורה תקינה: הערה

} \ Lקלט מהצורה תקינה{L ACCEPT, לדוגמה.  = NOT ACCEPT= −.  

NOTשפה  2' לפי המשפט מס ACCEPT− ט שמקבלת "לא ניתן לבנות מ, כלומר. לא ניתנת לקבלה
  .כל קלט בשפה) acceptqונכנסת למצב עוצרת (

  

  :)many‐one reduction/mapping reduction(רדוקציית מיפוי 

mAסימון ( Bלשפה  Aיש רדוקציית מיפוי משפה  B≤ (ט "אם קיימת מR  שעוצרת על כל קלט  
)מתקיים ו )x A R x B∈ ⇔ )כאשר משמעות של סימן ( ∋ )R x  -  פלט שלR  עלx.(  

  
 xהאם "שאלה " לתרגם"היא מאפשרת . מקבלת כקלט מחרוזת ומחזירה כפלט מחרוזת Rט "מ: משמעות של רדוקציה

)האם : "לשאלה אחרת" ?Aבשפה   )R x  בשפהB?"  .  
  

mAאם מתקיים : 1טענה  B≤ אזי:  
 .כריעה Aכרעיה אזי  Bשפה אם  .1

  .לא כריעה Bכרעיה אזי לא  Aשפה אם : מסקנה
 

 .ניתנת לקבלה Aאזי  ניתנת לקבלה Bשפה אם  .2
 .לא ניתנת לקבלה Bאזי  לא ניתנת לקבלה Aשפה אם : מסקנה

 
  

  
  

  :Riceמשפט 
  

  :מקיימת Lאם שפה 
  

1. }Mט "מ{ :L TM M⊆ = < >. 
2. L כלומר. לא טריוויאלית ,,L TM≠ ∅. 
1ט "לכל שתי מ .3 2,M M 1 - כך ש 2( ) ( )L M L M= 1: מתקיים 2M L M L< >∈ ⇔< >∈. 
  

  .לא כריעה Lאזי 
  

  ".תכונה של שפות"נקראת  Riceשל משפט  3 -ו 1שמקיימת תנאי  Lשפה : הערה
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 :תזכורת
  

  שפה כריעה ניתנת לקבלה

v  x }Mט"מ ,w מחרוזת .M  מקבלת את{ , :ACCEPT M w w= < >  
  

x  x  }Mט"מ ,w מחרוזת .M  לא מקבלת את{ , :NOT ACCEPT M w w− = < >  
  

v  x  }Mט"מ ,w מחרוזת .M  עוצרת על{ , :HALT M w w= < >  

v  x  }Mט"מ .{ : ( )NOT EMPTY M L M− = < > ≠ ∅  
  

x  x  }Mט"מ .{ : ( )EMPTY M L M= < > = ∅  
x  x  1 2, }M M1. ט"מ 2 1 2{ , : ( ) ( )EQUAL M M L M L M= < > =  
x x  }Mט"מ .*{ : ( )ALL M L M= < > = Σ  
x x  }G ה"דח .*{ : ( )CFGALL G L G= < > = Σ  

  
  

1וגם  wמקבלת את M-כך ש wט וקיימת מילה "מM{: 1תרגיל  { : RL M w= < >  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

  
  .שמקבלת אותה Tט "י בניית מ"נראה כי שפה ניתנת לקבלה ע

  
)הגדרת  )T M< >:  

 בדיקת תקינות הקלט .1
2. 1i← 
 :צעדי חישוב iלמשך  iעל כל מילים מאורך קטן שווה  Mביצוע סימולציה של  .3

 נקבל –שלה התקבל  reverse-אם קיימת מילה שהתקבלה וגם ה -
1i, אם לא - i←  .2וחוזרים לשלב  +

  
)1נוכיח  )L T L=:  

1Mאם  - L<  מקבלת Mנניח כי  .Rwוגם  wמקבלת את  M- כך ש wאזי קיימת מילה  ∋<
  .צעדי חישוב bלאחר  Rwואת , חישוב צעדי aלאחר  wאת 
>Mעל קלט  T, לכן )maxכאשר  < , , )i a b w←  מריצהM  עלw  וגםRw  למשך מספר

>Mמקבלת  T, לכן. תקבל אותן M- גדול מספיק של  צעדי חישוב כדי ש >.  
  

1Mאם  - L< ט "מ, לכן. שלה מתקבלת  reverse-לא תהיה מחרוזת שהיא וגם ה iלכל  ∌<
T לא מקבלת , כלומר. מבצעת לולאה אינסופיתM< >.  

  
  .Tט "י מ"ונדחה ע 1ט הוא לא עובר בדיקה בשלב "אם קלט לא קידוד חוקי של מ -

  
  .שפה ניתנת לקבלה: מסקנה
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  ?האם שפה כריעה
  

  :מתקיים
1. 1L TM⊆ 
. ט שדוחה כל מילה"מ -rejectM. ט שמקבלת כל מילה"מ -  acceptM: נגדיר: שפה לא טריוויאלית .2

1acceptM: מתקיים L< 1Lלכן  ∋< ≠ ∅ .1rejectM L< 1Lלכן  ∌< TM≠. 
1אם מתקיים  .3 2( ) ( )L M L M=  1נקבל 1M L⇔<  wמקבלת את 1M-שכך  wקיימת מילה  ∋<

2וגם  wמקבלת את 2M- כך ש wקיימת מילה  ⇔Rwוגם  1
RM L w< >∈ ⇔.  

  
  .שפה לא כריעה  Riceלכן לפי משפט

  
1mACCEPTי בניית רדוקציית מיפוי "אפשר להוכיח ששפה לא כריעה גם ע L≤ ) שפהACCEPT  לא

  ).לא כריעה 1Lכריעה לכן גם 
  

  :Rט "נגדיר מ
  

( , ) 'R M w M< > =< >  
  :מוגדרת באופן הבא M'ט "כאשר מ

  
: '( )M x  

 ה ונפעל כמו wעל  Mנריץ את  .1
  
לא  M'גם  –לא עוצרת  Mאם , דוחהM' - דוחה  Mאם , מקבלתM' -מקבלת  Mאם , כלומר(

 ).עוצרת
  

  .w-ו M-אלא רק ב, שהגדרנו לא תלויה בקלט שהיא מקבלת M'ט "ההתנהגות של מ: הערה
  

M,על קלט לא מהצורה  Rצריך להגדיר התנהגות של  באופן פורמאלי :חשוב w< על קלט כזה    : <
>rejectMט או "לא קידוד חוקי של מ, לדוגמה. 1Lבשפה נחזיר מחרוזת שלא    .1L   - שלא ב <

  
  . ט"ט ומחרוזת ופולטת קידוד של מ"היא מקבלת כקלט קידוד של מ: עוצרת על כל קלט Rט "מ: מתקיים

  
R תפקידה דומה לתפקיד של מתכנת שמייצר קוד. )מחרוזות(היא מבצעת רק פעולות על קידודים , ט אחרת"לא מריצה מ ,

  .וגם אם קוד מכיל לולאה אינסופית למתכנת לוקח זמן סופי לכתוב אות. Cשפת ב, לדוגמה
  

M,אם  - w ACCEPT⇐< >∈ M  מקבלתw ⇐ 'M כלומר. מקבלת כל קלט ,
*( ')L M = Σ ⇐  קיימת מילהw כך ש -M מקבלת אתw  1וגם( ) ' RR x M L w=< >∈ ⇐.  

  
M,אם  - w ACCEPT⇐< >∉ M  לא מקבלתw ⇐ ( ')L M = ∅ 1( ) 'R x M L=< >∉ ⇐  

  
  .לא כריעה 1L: מסקנה

  ).לא ניתנת לקבלה 1L-מזה נובע ש(לא כריעה וניתנת לקבלה  1Lשפה 
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C 2ט ולא מקבלת אף תוכנית בשפת "מM{: 2תרגיל  { :L M= < >  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

}Mט וקיימת תוכנית בשפת "מC  2שהיא מקבלת { :L M= < >  
  
2L ניתנת לקבלה.  

( )T M< >:  
 בדיקת תקינות הקלט .1
2. 1i← 
אם קיימת מחרוזת : צעדי חישוב iלמשך  iעל כל מחרוזות באורך קטן שווה  Mט "נריץ מ .3

 נקבל – C-קית בשמתקבלת והיא תוכנית חו
4. 1i i←  .2וחוזרים לשלב  +

  
)2: מתקיים )L T L=.  
2mACCEPTקיימת רדוקציית מיפוי , בנוסף L≤  

( , ) 'R M w M< > =< >  
: '( )M x  

 ונפעל כמוה wעל  Mנריץ את  .1
  

  .לא ניתנת לקבלה 2Lלכן . לא כריעה וניתנת לקבלה 2L: מסקנה
  

}*, ט"מM{: 3תרגיל  : ( )NOT ALL M L M− = < > ≠ Σ  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון
mNOT: מתקיים ACCEPT NOT ALL− ≤ −  

  
( , ) 'R M w M< > =< >  

: '( )M x  
 ונפעל כמוה wעל  Mנריץ את  .1

  
  .עוצרת על כל קלט Rט  "מ: מתקיים

  
M,אם  - w NOT ACCEPT⇐< >∈ − M  לא מקבלתw ⇐ 'M לא מקבלת כל קלט .

), כלומר ')L M = ∅ ⇐ *( ) ' ( ')R x M NOT ALL L M=< >∈ − ⇐ ≠ Σ.  
  

M,אם  - w NOT ACCEPT⇐< >∉ − M  מקבלתw ⇐ *( ')L M = Σ
( ) 'R x M NOT ALL=< >∉ − ⇐  

  
NOT: מסקנה ALL− לא ניתנת לקבלה.  
NOTשפה לא ניתנת לקבלה וגם המשלים שלה  ALL: הערה ALL− לא ניתנת לקבלה.  
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4 1-ט ומקבלת את כל המילים שמתחילות ב"מ M{: 4תרגיל  { :L M= < >  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

  
4mALL: מתקיים L≤  

  
( ) 'R M M< > =< >  

  
: '( )M x  

  
1xמהצורה , כלומר 1- מתחיל ב xאם קלט  .1 y= D  נריץ אתM  עלy  ונפעל כמוה 
 נדחה, אחרת .2

  
  .עוצרת על כל קלט Rט  "מ: מתקיים

  
Mאם  - ALL⇐< >∈ M  מקבלת כל קלט⇐ 'M ורק ( 1-מקבלת כל מילים שמתחילות ב

)4 ⇐)מילים כאלה ) 'R x M L=< >∈.  
  

Mאם  - ALL⇐< 1לא מקבלת קלט  M' ⇐לא מקבלת   M-ש wקיים קלט  ∌< w⇐ D
4( ) 'R x M L=< >∉  

  
  .לא ניתנת לקבלה 4L: מסקנה
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}, ה"דח G{: 5תרגיל  : ( )CFGEMPTY G L G= < > =∅  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

  
  :ט שמריצה אלגוריתם הבא מכריעה אותה"מ. שפה כריעה

  
1: נתחזק שתי רשימות זרות של נונטרמינלים  2,l l.  

  .ריקה 1l ,2l-כל נונטרמינלים ב: אתחול
  .2l-עובר ל" נונטרמינל →סדרה של טרמינלים "שיש לו כלל גזירה מהצורה  1l-ונטרמינל בכל נ: 1צעד 
  שיש לו כלל גזירה מהצורה  1l-כל נונטרמינל ב: iצעד 

1iבשלב  2l- סדרה של טרמינלים או נונטרמינלים שנמצאים ב"             .2l- עובר ל" נונטרמינל →  −
          

  :עוצרים ומחזירים 2l-אם בצעד מסוים אין נונטרמינל שעבר ל
  .1l-ב Sאם נונטרמינל התחלתי " שפה ריקה" -
  .2l-ב Sאם נונטרמינל התחלתי  "שפה לא ריקה"  -
  

  :נכונות
- בכל צעד ל( G - מספר מכסימלי של צעדים שהוא מבצע כמספר נונטרמינלים ב –אלגוריתם תמיד עוצר 

2l לי בייצוג של זמן ריצה כולל שלו פולינומיא). עובר לפחות נונטרמינל אחדG.  
  

  :שהוא גוזר) סדרה של טרמינלים(קיימת מילה , iבשלב  2l-נוכיח באינדוקציה שאם נונטרמינל עובר ל
1i =   

  . קיים כלל גזירה שמאפשר לגזור מילה בצעד גזירה אחד 1בצעד מספר  2l-אם נונטרמינל עבר ל
i-נניח שטענה נכונה ל n= 1 -ונוכיח נכונותה לi n= + :  
1iבצעד  2l- אם נונטרמינל עובר ל n= -קיים כלל גזירה שמורכב מטרמינלים ונונטרמינלים שנמצאים ב +

2l  בצעד מספרn לכן אפשר לגזור מילה . ולפי הנחת האינדוקציה כל נונטרמינל כזה גוזר מילה
  .+1nמנונטרמינל שעבר בצעד 

  .גוזר מילה 2l- כל נונטרמינל ב: מסקנה
  

בכל עץ גזירה שמתאים . שגוזר מילה 1l-נניח בשלילה שלאחר עצירת אלגוריתם  קיים נונטרמינל ב
ומסתיים , 2l - מורכב רק מנונטרמינלים שלא שייכים ל, למילה זו קיים מסלול שמתחיל בשורש

 2l -בסתירה לאלגוריתם שצריך להוסיף נונטרמינל כזה ל. בנונטרמינל שגוזר רק סדרה של טרמינלים
  .1בצעד מספר 

  .לא גוזר מילה 1l-ב כל נונטרמינל, לאחר עצירת אלגוריתם: מסקנה
  

)גוזר מילה  2l⇔ S-ב Sנונטרמינל התחלתי  ⇔" שפה לא ריקה"פלט : מתקיים )L G ≠ ∅⇔.  
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}ט ועוצרת על כל קלט "מ M{: 6תרגיל  :DECIDE M= < >  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

  
  ":תכונה של שפות"שפה זו לא  כי Riceלא ניתן להשתמש במשפט : חשוב

rejectM- כל מילה) ועוצרת(ט שדוחה "מ  .mM- ט שלא עוצרת על כל מילה"מ.  

)m: מתקיים ) ( )rejectL M L M= = m,rejectMאבל  ∅ DECIDE M DECIDE< >∈ < >∉.  
  
  

mALL: מתקיים DECIDE≤  
  

( ) 'R M M< > =< >  
  

: '( )M x  
  

 )נקבל –אם מקבלת (עוצרת ודוחה נריץ לולאה אינסופית  Mאם , xעל  Mנריץ את  .1
  

  .עוצרת על כל קלט Rט  "מ: מתקיים
  

Mאם  - ALL⇐< >∈ M  מקבלת כל קלט⇐ 'M עוצרת ומקבלת כל קלט⇐ 
( ) 'R x M DECIDE=< >∈.  

  
Mאם  - ALL⇐< ⇐wצרת על לא עו M' ⇐לא מקבלת   M-ש wקיים קלט  ∌<

( ) 'R x M DECIDE=< >∉  
  

  .לא ניתנת לקבלה DECIDE: מסקנה
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  ):2004' סמסטר א' בחן מועד אמ( 7תרגיל 
 }M 7קלטים עליהם היא לא עוצרת   ∞ -קלטים עליהם היא עוצרת ו ∞ט וקיימים "מ { :L M= < >  

  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה
  

  :פתרון
  

7mNOT: מתקיים ACCEPT L− ≤  
  

( , ) 'R M w M< > =< >  
: '( )M x  

  
xמהצורה , כלומר w- מתחיל ב xאם קלט  .1 w y= D  את נריץM  עלw: 

 נריץ לולאה אינסופית –אם דוחה  -
 נקבל  -אם מקבלת  -

 נקבל, אחרת .2
  

  .עוצרת על כל קלט Rט  "מ: מתקיים
M,אם  - w NOT ACCEPT⇐< >∈ − M  לא מקבלתw ⇐ 'M  לא עוצרת על כל קלט

שאותם היא ) w - שלא מתחילים ב(קלטים  ∞יש , בנוסף. כאלה ∞ויש  w-שמתחיל ב
)7 ⇐מקבלת ועוצרת    ) 'R x M L=< >∈.  

  
M,אם  - w NOT ACCEPT⇐< >∉ − M  מקבלתw ⇐ 'M לת כל קלטמקב⇐ 

7( ) 'R x M L=< >∉  
  .לא ניתנת לקבלה 7L: מסקנה

  
  ? ניתנת לקבלה 7Lהאם 

7mNOT: מתקיים ACCEPT L− ≤  
  

( , ) 'R M w M< > =< >  
: '( )M x  

  
xמהצורה , כלומר w- מתחיל ב xאם קלט  .1 w y= D  נריץ אתM  עלw: 

 נריץ לולאה אינסופית –אם דוחה  -
 נקבל  -אם מקבלת  -

 נריץ לולאה אינסופית, אחרת .2
  

  .עוצרת על כל קלט Rט  "מ: מתקיים
M,אם  - w NOT ACCEPT⇐< >∈ − M  לא מקבלתw ⇐ 'M עוצרת על כל קלט  לא

⇐ 7( ) 'R x M L=< >∈.  
M,אם  - w NOT ACCEPT⇐< >∉ − M  מקבלתw ⇐ 'M  כל קלט ) ועוצרת(מקבלת

)w ⇐ 7- ולא עוצרת על כל קלט שלא מתחיל ב w-שמתחיל ב ) 'R x M L=< >∉  
  .לא ניתנת לקבלה 7L: מסקנה
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), ה"דח G{: 8תרגיל  )L G  רגולרית{ :CFGREGULAR G= < >  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

  
CFG: מתקיים m CFGALL REGULAR≤  

  
( ) 'R G G< > =< >  

  
  :באופן הבא G'שלו נגדיר נונטרמינל התחלתי  GSכאשר  Gבהינתן דקדוק 

  
' 1 2 2

1 1

2 2 2

2

# | #
|
|

G GS S S S S
S aS b
S S S
S

ε
ε

α α

→

→
→
→ ∀ ∈Σ

  

  
  .עוצרת על כל קלט Rט "מ
  

*: מתקיים *( ') { : 0} {#} {#} ( )i iL G a b i L G= ≥ Σ Σ∪D D D D  
  

CFGGאם  - ALL⇐< >∈ *( )L G = Σ 
* * * *( ') { : 0} {#} {#} ( ) {#}i iL G a b i L G= ≥ Σ Σ = Σ Σ ⇐∪D D D D D D ⇐  שפה רגולרית

( ) ' CFGR x G REGULAR=< >∈ ⇐  
 

CFGGאם  - ALL< >∉ )אזי קיימת מילה    )w L G∉. נניח בשלילה כי שפה של( ')L G 
 ...כך שתנאי הלמה מתקיימים 0nלפי למת הניפוח לשפות רגולריות קיים מספר . רגולרית

0נבחר מילה  0 # ( ')n na b w L G∈  0מתקיים 0
0# 2 1n na b w n≥ א ל yלכן קיימת קטע ניפוח  +

0אבל מתקיים  . ים- aריק שמכיל רק  0 # ( ')n y na b w L G+ בסתירה לנכונות של למת הניפוח  ∌
  .לשפות רגולריות

  
): מסקנה ) ' CFGR x G REGULAR=< >∉  
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9צעדי חישוב לכל היותר   kעוצרת עליו לאחר  M- ט וקיים קלט ש"מ M{: 9תרגיל  { , :L M k= < >  
  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה

  
  :פתרון

  
זהה להנהגות  k- על קלטים באורך יותר מ, צעדי חישוב לכל היותר kשעוצרת לאחר , Mהתנהגות של 

צעדי חישוב לכל  kעוצרת עליו לאחר  M-קלט שכדי לדעת האם קיים  , לכן. kשלה על רישא בגודל 
ויש רק מספר סופי של ( kצעדי חישוב רק על מילים באורך קטן שווה  kלאורך  Mמספיק להריץ  היותר

  ).מלים כאלה
  

: ( )T M< >  
1. 0,1,2, ,i k= … 

 נקבל -  Mי "אם מילה התקבלה ע. צעדי חישוב kלמשך  iעל כל המילים באורך  Mנריץ  -
 נדחה .2

  
  .9Lמכריעה את השפה  Tט "מ
  
 
 

}צעדי חישוב לכל היותר  kעוצרת עליו לאחר  M-קלט שו kמספר  קיים, ט "מ M{האם שפה  :M< >  
  ?האם שפה כריעה

  
}עוצרת עליו  M- קלט ש ט וקיים"מ M{שפה זו שווה לשפה  :M<   :ומתקיים <

  
}M קלט ש ט וקיים"מ-M  עוצרת עליו{ :mACCEPT M≤ < >  
  

( , ) 'R M w M< > =< >  
  

: '( )M x  
  

 )נקבל –אם מקבלת (עוצרת ודוחה נריץ לולאה אינסופית  Mאם , wעל  Mנריץ את  .1
  
  
  .עוצרת על כל קלט Rט "מ
  

M,אם  w ACCEPT⇐< >∈ M  מקבלתw ⇐ 'M עוצרת על כל קלט'M<   .בשפה ⇐<
  

M,אם  w ACCEPT⇐< >∉ M  מקבלת לאw ⇐ 'M לא עוצרת על כל קלט'M<   .לא בשפה ⇐<
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   :)2004' סמסטר א' בחן מועד במ(  10תרגיל 
>Mשבהינתן קלט  Tט "האם קיימת מ ט "מדפיסה על הסרט כל הקידודים של מ <

' , '' , ''' ,M M M< > < > < ):כך שמתקיים  …< ) ( ') ( '') ( ''')L M L M L M L M= = = =….  
  

)mאם מתקיים , כלומר ) ( )L M L M=  בשלב מסויםT  מדפיסהmM<   .על הסרט <
  

  :פתרון
  

  :EQUALט שמקבלת את השפה "קיימת ניתן לבנות מ Tאם 
1האם "כדי לענות על השאלה  2,M M EQUAL< >1Mעל  Tנריץ את " ?∋< אם בשלב מסוים  <

2M<   .נקבל –סרט מודפס על ה <
  

  : נכונות
1אם מתקיים  - 2,M M EQUAL< >1Mעל קלט  Tמובטח כי  ∋< בשלב מסוים תדפיס  <

2M<   .לכן נקבל לאחר מספר סופי של צעדים <
  

1אם מתקיים  - 2,M M EQUAL< >∉ T  1על קלטM< >2Mלא מדפיסה  < לכן לא  <
  .נעצור

  
  .כפי שהוגדרה לא קיימת Tלכן , לא ניתנת לקבלה EQUALשפה : מסקנה
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  : 11תרגיל 
}M ט"מ, ( )L M  אינסופית{ :INFINITE M= < >  

mALLהראו רדוקציות מיפוי  INFINITE≤  וגםmINFINITE ALL≤.  
  :פתרון

mALL INFINITE≤  
( ) 'R M M< > =< >  

: '( )M x  
1xעל  Mנריץ את  -  –אם כל מחרוזות התקבלו . מחרוזות ראשונות לפי סדר לקסיקוגרפי +

 .נקבל
  
  .שמבצעת רק פעולות על מחרוזות תמיד עוצרת Rט "מ

  : מתקיים
- M ALL⇐< >∈ M  מקבלת כל מחרוזת'M )מקבלת כל מחרוזת  ⇐ ')L M אינסופית ⇐

( ) 'R M M INFINITE< > =< >∈ ⇐  
  

- M ALL⇐< נבחר מבין כל המחרוזות שלא . Mי "שלא מתקבלת ע קיימת מחרוזת∌<
מחרוזת עם מיקום  מינימאלי לפי סדר לקסיקוגרפי ונקרא למיקום זה Mי "מתקבלות ע

1 min_lex≤ < מתקבלות ומחרוזת  min_lex-כל מחרוזות שיש להן מיקום קטן מ, כלומר. ∞
1xשמקיימת  xכל מחרוזת קלט  ⇐ Mי "לא מתקבלת ע min_lexבמקום  min_lex+ < 

1xשמקיימת  xלט וכל מחרוזת ק, M'י "מתקבלת ע min_lex+  M'י "לא מתקבלת ע ≤
( ')L M   .סופית ⇐

mINFINITE ALL≤  
( ) 'R M M< > =< >  

: '( )M x  
1. 1i←  
1xעל כל המחרוזות ממקום  Mנריץ את  .2 xלפי סדר לקסיקוגרפי ועד למקום  + i+  למשךi 

 נקבל –אם קיימת מחרוזת שמתקבלת : צעדי חישוב
3. 1i i←  2וחוזרים לשלב  +

  
  .שמבצעת רק פעולות על מחרוזות תמיד עוצרת Rט "מ

- M INFINITE⇐< ומיקומה לפי  Mי "מתקבלת עקיימת מחרוזת ש, xבהינתן קלט  ∋<
1xסדר לקסיקוגרפי גדול שווה  )-סתירה לכך ש –אם לא קיימת ( + )L M לכן ). אינסופית

מקבלת כל קלט M'ולכן  xזה נכון לכל . מקבלתx 'Mעל קלט 
*' ( ')M ALL L M< >∈ ⇐ = Σ ⇐  

- M INFINITE⇐< >∉ M נבחר מבין כל המחרוזות . מקבלת מספר סופי של מחרוזות
רפי ונקרא למיקום זה מחרוזת עם מיקום  מכסימלי לפי סדר לקסיקוגMי "שמתקבלות ע

0 max_lex≤ < 0משמעות של( ∞ max_lex= שאין מחרוזת ש-M כל , כלומר). מקבלת
שמקיים  xלכן כל  ⇐לא מתקבלות  min_lex-מחרוזות שיש להן מיקום גדול מ

1x max_lex+  M- רק על מחרוזות ש Mמריצה  M'כזה  xעל ( M'י "לא מתקבל ע <
'* )לא מקבלת ( ')M ALL L M< >∉ ⇐ ≠ Σ ⇐  
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  : 12תרגיל 
}A ד"אס ,( )L A  אינסופית{ :DFAINFINITE A= < >  

  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה
  

  :פתרון
  

=δד "שפה של אס: ראינו שמתקיים Σ 0(Q, , , , )A q F  קיימת מילה  ⇔היא אינסופית∈ ( )w L A  כך
Qשמתקיים  2 Qw≤ ≤ ⋅.  

  
: ( )T A< >  
Qשמקיימת  w∈Σ*לכל מילה  2 Qw≤ ≤ )נבדוק האם  ⋅ )w L A∈.  
 נקבל –אם קיימת מילה כזו  -
 נדחה, אחרת -

  .מכריעה את השפה Tט "מ
  
  

  : 13תרגיל 
}G ה"דח ,( )L G  אינסופית{ :CFGINFINITE G= < >  

  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה
  

 :פתרון
 

>Gבהינתן    ?שקיים לפי למת הניפוח לשפות חסרות הקשר 0nם ניתן לחשב מספר הא <
דקדוק חסר הקשר ) בעזרת אלגוריתם שלמדנו(ראינו שאם נמצא , אם ניזכר בהוכחת של למת הניפוח

' ( ', , ', ')G V R S= Σ  בצורה נורמאלית של חומסקי שמקיים( ) ( ')L G L G=  0ונגדיר
'2Vn תנאי הלמה  =

  . יתקיימו

), לכן  )L G  אינסופית⇔ * '{ : 2 } ( )Vw w L G∈Σ ≥ ∩ ≠ ∅.  

*אם  - '{ : 2 } ( )Vw w L G∈Σ ≥ ∩ )-גודל של מילים ב ∅= )L G שפה , לכן. םחסו( )L G 
  .סופית

*אם  - '{ : 2 } ( )Vw w L G∈Σ ≥ ∩ ≠ )-קיימת ב ∅ )L G  מחרוזת ארוכה מספיק ולפי למת
)-הניפוח ניתן לייצר ממנה אינסוף מחרוזות ב )L G .שפה , לכן( )L G אינסופית.  

  
* '{ : 2 } ( )Vw w L G∈Σ ≥ בהינתן , יתר על כן. ה"ה כחיתוך של שפה רגולרית ושפה ח"שפה ח ∩

G< *ניתן לבנות דקדוק חסר הקשר לשפה  < '{ : 2 } ( )Vw w L G∈Σ ≥ ולבדוק האם שפה שהוא  ∩
  .קהמייצר היא רי

  .כריעה CFGINFINITEשפה : מסקנה
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2 :)2010' סמסטר ב' בחן מועד אמ( 14תרגיל  1, }M M 1, ט"מM  14מקבלת 1 2 2{ , :L M M M= < > < >  
  

  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה
  

  :פתרון
  

>2Mט על קלט "נריץ מ: שפה ניתנת לקבלה   .נקבל –אם מקבלת . <
14mACCEPT: שפה לא כריעה L≤  

  
( , ) ', 'R M w M M< > =< >  

  
: '( )M x  

 ונפעל כמוה wעל  Mנריץ את  .1
  
R תמיד עוצרת.  
  

*אם  -
14', ' ' ( ') ( ') ,M M L M L M L M M w ACCEPT< >∈ ⇐< >∈ ⇐ = Σ ⇐< >∈  

,'14אם  - ' ' ( ') ( ') ,M M L M L M L M M w ACCEPT< >∉ ⇐< >∉ ⇐ =∅⇐< >∉  
  
  

   :)2010' סמסטר א' בחן מועד במ( 15תרגיל 
}M תוך כדי עבודה על ו, ט"מw , הראש שלM 15פעם זז שמאלה -בסרט עבודה שלה אי { , :L M w= < >  
  

  ?ניתנת לקבלה? האם שפה כריעה
  

  :פתרון
Q למשך wעל קלט  M את אם נריץ 2w +   ).Mמספר מצבים של  - Q(צעדי חישוב  −

 נדחה –שמאלה זז  Mקורא של /שראש הכותבאם  .1
 נקבל, אחרת .2

  
  .15Lאלגוריתם זה מכריע את השפה 

Q למשך wעל קלט שרצה  Mט "אם מ: הסבר 2w + קורא זז /צעדי חישוב לא עוצרת והראש כותב −
  .קורא שלה זז רק ימינה/לא עוצרת על קלט זה והראש כותב Mאזי , רק ימינה

  
Qלא עוצרת אחרי  Mאם  2w +   :צעדים מתקיים −

  .סרט שעליו כתובים רק רווחיםקורא נמצא באזור של ה/צעדי חישוב הראש כותב wלאחר 

Qבמהלך  Q- עוברת ב M) כשאות הקלט תמיד רווח(צעדים הבאים  −2 אבל קיימים. מצבים −1

Q accept,(מצבים שונים  −2 rejectq q  לא מופעים כיM קיים מצב , לפי עקרון שובך היונים ). לא עצרה
  .נכנסת ללולאה אינסופית והראש זז רק ימינה M, לכן. שחוזר פעמיים
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  :)2010' סמסטר א' עד אבחן מומ( 16תרגיל 
אם מספר צעדי חישוב שהיא מבצעת על " מונוטונית"תקרא , ים ימכונת טיורינג המקבלת קלטים אונר

  .n-הינה פונקציה מונוטונית לא יורדת ב 1nהקלט 
  :אם מתקיים,  לדוגמה

(1) 5, (11) 90, (111) 90, (1 ) 3n
M M M MS S S S n= = = = ∞ >   

  .מבצעת על קלט M- מספר צעדי חישוב ש -  MSכאשר 
  .מונוטונית Mאזי 

  
}M 16ט מונוטונית "מ { :L M= < >  
  ?ניתנת לקבלה? אם שפה כריעהה
  

  :פתרון
16mNOT ACCEPT L− ≤  

( , ) 'R M w M< > =< >  
  

: '( )M x  
1xאם  .1   נריץ לולאה אינסופית =
 wעל  Mנריץ  .2

 נריץ לולאה אינסופית –אם דוחה  -
 נקבל –אם מקבלת  -

  
R תמיד עוצרת ומתקיים:  

'אם  - ,M M w NOT ACCEPT⇐< >∈ לא עוצרת על כל קלט ולכן מונוטונית −

16'M L< >∈ ⇐.  
'אם  - ,M M w NOT ACCEPT⇐< >∉ 1xלא עוצרת על קלט  − ועוצרת על כל קלט אחר  =

M'16ולכן לא מונוטונית L< >∉ ⇐.  
  .לא ניתנת לקבלה 16L: נהמסק
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  לסיבוכיות מבוא
  

כמה משאבים  -השאלה המרכזית . י מכונת טיורינג"בחלק זה של הקורס נתמקד בבעיות כריעות ע
  .דרושים למכונת טיורינג כדי להכריע את הבעיה) זמן ריצה או זיכרון, לדוגמה(

  

  :תזכורת

 :סימון אסימפטוטי

( )f g∈Ο  -  קיים קבועc כך ש- ( ) ( )f n c g n≤   .גדול מספיק nלכל  ⋅

( )f g∈Ω  -  קיים קבועc כך ש- ( ) ( )f n c g n≥   .גדול מספיק nלכל  ⋅

( )f g∈Θ  -  קיימים קבועים, 'c c כך ש- ( ) ( ) ' ( )c g n f n c g n⋅ ≥ ≥   .גדול מספיק nלכל  ⋅

( )f gο∈  -  0לכלc >  ( ) ( )f n c g n≤   .גדול מספיק nלכל  ⋅

( )f gω∈  -  0לכלc >  ( ) ( )f n c g n≥   .גדול מספיק nלכל  ⋅

  

כל פסוקית מורכבת  כאשר, "וגם" - ∧י פעולת "מחוברות ע פסוקיות:  CNF תנוסחה בוליאנית בצור
  ".או" - ∨י פעולת "מחוברים ע מליטרלים

1, לדוגמה 2 3 1 5 4 5( ) ( ) ( )x x x x x x x∨ ∨ ∨ ∧ ∧ ∨.  

k תנוסחה בוליאנית בצור CNF−  תבצורכאשר היאCNF   .ליטרלים kובכל פסוקית יש בדיוק   

   

t:פונקציה של אורך הקלט  - ט"זמן ריצה של מ →` מתקבלת  nעל כל קלט באורך : כך שמתקיים. `
)תשובה תוך  )t n צעדי חישוב.  

  

), כלומר. פולינומי באורך הקלטאם זמן ריצה שלה הוא " יעילה"ט "נאמר שמ )ct n∈Ο  כאשרc קבוע.  

  .לא, כפי שראינו? ט תלויה במספר סרטים שיש לה"האם יעילות של מ

)ט הוא "אם זמן ריצה של מ, בנוסף )t n ,ב אוניברסאליתט "ריצה שלה בעזרת מ תניתן לבצע סימולציי-
( ( ) log( ( )))t n t nΟ .  
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שלו פולינומי באורך הקלט  אלגוריתם שזמן ריצה, לדוגמה. יש חשיבות לאופן בו מקודד הקלט: הערה
  .יכול להיות לא פולינומי אם קלטים מקודדים בקידוד בינארי, כאשר קלטים הם מספרים בקידוד אונארי

  

  :הגדרות

• }L ט דטרמיניסטית שזמן ריצה שלה "י מ"ניתנת להכרעה ע( ( ))t nΟ ( ( )) { :TIME t n L= 

• }L פולינומיאליט דטרמיניסטית שזמן ריצה שלה "י מ"ניתנת להכרעה ע
0

( ) {c

c

P TIME n
>

= =∪  

  

2סחה ספיקה בצורת נו ϕ{ שפה: נגדיר { : 2SAT CNFϕ− = −  

2נראה כי  SAT P−   ).ט דטרמיניסטית פולינומית שמכריעה את השפה"קיימת מ, כלומר( ∋

  :אלגוריתם

2נוסחה בצורת  ϕ: קלט CNF− .נניח כי מספר משתנים ב- ϕ  1הוא 2, , , :mx x x m….  

1-צמתים שנסמן ב 2mעם  Gϕנבנה גרף מכוון  2 1 2, , , , , , ,m mx x x x x x… ….  

)לכל פסוקית  )a b∨ ב- ϕ  נגדיר קשתות( , )a b ו -( , )b a.  

Gמסלול  כך שקיים ixנבדוק האם קיים צומת 
i ix xϕ⎯⎯→  וגםG

i ix xϕ⎯⎯→ )ניתן לבדוק בזמן פולינומי.(  

  ".ספיקה ϕנוסחה ", אחרת. "לא ספיקה ϕנוסחה ",  אם כן
 

  :הוכחת נכונות

  .אלגוריתם תמיד עוצר וזמן ריצה שלו פולינומי באורך הקלט

  

1מסלול  Gϕ -אם קיים ב :טענת עזר
G

kz zϕ⎯⎯→ , 1אזי קיים מסלול
G

kz zϕ⎯⎯→.  

1אם קיים מסלול  :הוכחת טענה 2 kz z z→ → 1קיימות קשתות  …→ 2 2 3 1( , ), ( , ), , ( , )k kz z z z z z−… . לפי
)אם קיימת קשת  Gϕבניית  , )i jz z  אזי קיימת גם קשת( , )j iz z  .לכן קיימות ב-Gϕ  קשתות

1 3 2 2 1( , ), , ( , ), ( , )k kz z z z z z− 1מסלול , כלומר …
G

kz zϕ⎯⎯→.  

  

Gכך שקיים מסלול  ixקיים צומת  ⇔ לא ספיקה ϕנוסחה : טענה
i ix xϕ⎯⎯→  וגםG

i ix xϕ⎯⎯→.  
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  :הוכחה

( Gקיימים  :נתון ⇒(
i ix xϕ⎯⎯→ ,G

i ix xϕ⎯⎯→ . נניח בשלילה כי קיימת השמה מספקתα  לנוסחהϕ.  

)אם  - )ix Tα )אזי  = )ix Fα = 
' ''i ix x x x

T T F F
→ → → →… …

  

)קיימת קשת ⇐  ', '')x x םומתקיי: ( ') , ( '')x T x Fα α= )קיימת פסוקית  ⇐ = ' '')x x∨ ב-ϕ 
  .השמה מספקת α- סתירה לכך ש ⇐ αתחת השמה  Fשערכה 

  
  

)אם  - )ix Fα )אזי  = )ix Tα = 

' ''i ix y y x
T T F F
→ → → →… …

  

)קיימת קשת ⇐ ', '')y y ומתקיים: ( ') , ( '')y T y Fα α= )קיימת פסוקית  ⇐ = ' '')y y∨ ב-ϕ 
  .השמה מספקת α- סתירה לכך ש ⇐ αתחת השמה  Fשערכה 

  .לא ספיקה ϕ :מסקנה

( Gאחד המסלולים  ixלכל צומת  ⇐(
i ix xϕ⎯⎯→  אוG

i ix xϕ⎯⎯→ שמה נוכיח קיום של ה. לא קיים
  . י הצגת אלגוריתם שבונה אותה"מספקת ע

T/ערך  Gϕ-ניתן לכל צומת ב F.  

T/שלא קיבל עדיין ערך  v כל עוד קיים צומת F: 
Gvקיים מסלול לא אם  - vϕ⎯⎯→ ניתן ל -v  שניתן להגיע אליו מ צומתולכל-v  ערךT . 

Gvלא קיים (אחרת  - vϕ⎯⎯→( ,ניתן ל-v  שניתן להגיע אליו מ צומתולכל-v  ערךT. 

 .מקבל מייד ערך נגדי ולהפך xצומת   - מקבל ערך  xכאשר צומת : הערה

  ).אבל זה לא הכרחי להוכחה(אלגוריתם הוא יעיל , בנוסף. אלגוריתם זה תמיד עוצר

  

  ?יקבל ערך שונה בשלבים הבאים , האם יתכן מצב בו צומת שכבר קיבל ערך בעבר

  :'מקרה א

'שלא היה לו ערך וקיים מסלול  x'בשלב מסוים צומת  Gx yϕ⎯⎯→  מקבל ערךT .לכן,y  מקבל ערךT.  
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''שלא היה לו ערך ובנוסף קיים מסלול  x''צומת בשלב מאוחר יותר   Gx yϕ⎯⎯→  מקבל ערךT .לכן ,y 
  .Fמקבל ערך 

'יש בגרף מסלול  : מתקיים Gx yϕ⎯⎯→ ו- '' Gx yϕ⎯⎯→ . לפי טענת עזר אם קיים מסלול'' Gx yϕ⎯⎯→  אזי

Gy''קיים גם  xϕ⎯⎯→ ⇐  קיים מסלול' ''Gx xϕ⎯⎯→  שעובר דרךy .לכן ,''x  היה צריך לקבל ערךF 
  .רךקיבל ע x'בשלב בו 

  .לא אפשרי' מצב שמתואר במקרה א: מסקנה

  .Tובשלב מאוחר יותר ערך  Fמקבל ערך  yבאופן דומה אם 

  

  :'מקרה ב

'שלא היה לו ערך וקיימים  x'צומת  Gx yϕ⎯⎯→  וגם' Gx yϕ⎯⎯→  מקבל ערךT . לפי טענת עזר קיים

'Gy xϕ⎯⎯→ .קיים , לכן' 'Gx xϕ⎯⎯→  בסתירה לאופן בו נבחר'x.  

  

  :ϕ- השמה שאלגוריתם בונה היא השמה מספקת ל

)וקית לכל פס )a b∨  קיימת קשת( , )a b ב-Gϕ.  

)-ל ⇐) b-ל a-יש מסלול מ(  Tהוא  bלפי בניית השמה ערך , Tהוא  aאם ערך  - )a b∨  ערך
T. 

)-ל ⇐ Tהוא  aערך   ⇐Fהוא  aאם ערך  - )a b∨  ערךT. 

  .Tתחת השמה שבנינו הוא  ϕלכן ערך של , נכון לכל פסוקית

)לא מכוון גרף: נגדיר , )G V E=  הואk- ימת פונקציהקיצביע אם : {1, , }c V k→  כך שלכל קשת …
( , )u v E∈  מתקיים( ) ( )c u c v≠.  

}G  2צביע -2גרף { :COLOR G− = < >  

  .צדדי-גרף דו ⇔צביע -2גרף  :הערה

2 : מתקיים COLOR P− ∈.  
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מודל תיאורטי בו מאפשרים למכונה לבחור צעד חישוב הבא שלה  – דטרמיניסטית מכונת טיורינג לא
ט לא דטרמיניסטית אם קיים לפחות מסלול ריצה "י מ"קלט מתקבל ע. מתוך קבוצה סופית של אפשרויות

   .מקבל אחד

t:הוא פונקציה של אורך הקלט  –לא דטרמיניסטית ט"זמן ריצה של מ →` על כל : כך שמתקיים. `
)מתקבלת תשובה תוך nקלט באורך  )t n  בכל מסלולי חישובצעדי חישוב.  

  :הגדרות

• }L דטרמיניסטית שזמן ריצה שלה לא ט "י מ"ע מתקבלת( ( ))t nΟ ( ( )) { :NTIME t n L= 

• }L  ט לא דטרמיניסטית שזמן ריצה שלה פולינומיאלי"י מ"ע מתקבלת
0

( ) {c

c

NP NTIME n
≥

= =∪ 

): הערה ( )) ( ( ))TIME t n NTIME t n⊆ )ולכן ,P NP⊆( ,( )( ( )) (2 )t nNTIME t n TIME⊆.  

  

3: מתקיים , 3SAT COLOR NP− − ∈  

3ט לא דטרמיניסטית לשפה "מ COLOR−:  

 .צבעים 3-באופן לא דטרמיניסטי נרשום על הסרט צביעה של צמתים שלו ב, בהינתן גרף .1
  .נקבל, אם כן. צבעים 3- נבדוק שצביעה שהתקבלה היא צביעה חוקית של גרף הנתון ב .2

  .זמן ריצה של מכונה זו הוא פולינומי
  .קיים מסלול מקבל, כלומר. 2ניתן לייצר צביעה שתתקבל בשלב  1בשלב , ביעצ- 3אם גרף 

  .כל מסלול לא מקבל, כלומר. 2אזי כל צביעה לא תתקבל בשלב , צביע-3אם גרף לא 
  

3ט לא דטרמיניסטית שמקבלת "באופן דומה ניתן לבנות מ SAT−:  

T/כי ער, כלומר(השמה באופן לא דטרמיניסטי נרשום על הסרט , נוסחהבהינתן  .1 F למשתנים(. 
  .נקבל, אם כן. נבדוק שהשמה שהתקבלה מספקת את הנוסחה .2

  

כך   Vט דטרמיניסטית ופולינומית "ומ cאם קיים קבוע  מוודא פולינומינאמר שלשפה יש : הגדרה
  :שמתקיים

 
: ( , ) 1
: ( , ) 0

cx L y y x V x y
x L y V x y
∈ ⇒∃ < =

∉ ⇒∀ =
  

L: משפט NP⇔   .מוודא פולינומי L-ל ∋
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1 אם :1 תרגיל 2,L L NP∈ , 1אזי 2L L NP∪ ∈.  

  :פתרון

  . 1cוקבוע  1Vט "מ, כלומר. ינומיאזי קיים לה מוודא פול, NP-ב 1Lאם שפה 

  .2cוקבוע  2Vט "מ, כלומר. אזי קיים לה מוודא פולינומי, NP-ב 2Lאם שפה 

1- ל  Vנבנה מוודא פולינומי  2L L∪:  

( , )V x y:  

)1נריץ  .1 , )V x y . 1נחזיר  - 1אם פלט. 
2נריץ  .2 ( , )V x y . 1נחזיר  - 1אם פלט. 
  .0נחזיר  .3

  :מתקיים

  .פולינומי באורך הקלט Vזמן ריצה של 

1 2max( , ): ( , ) 1
: ( , ) 0

c cx L y y x V x y
x L y V x y
∈ ⇒∃ < =

∉ ⇒∀ =  

  

pAסימון ( Bלשפה  Aמשפה  לינומיתרדוקציה פויש : הגדרה B≤ (דטרמיניסטית ט "אם קיימת מ

)מתקיים וR ופולינומית  )x A R x B∈ ⇔ )כאשר משמעות של סימן ( ∋ )R x  -  פלט שלR  עלx.(  

  

pAאם מתקיים : 1 טענה B≤  אם אזיB P∈  אזיA P∈ .אם : מסקנהA P∉  אזיB P∉. 
pAאם מתקיים : 2 טענה B≤  וגםpB C≤  אזיpA C≤ .   

  

  : אם מתקיים שלמה NPנקראת  Lשפה  :הגדרה 

1. L NP∈ 
L'ל שפה לכ .2 NP∈  מתקיים' pL L≤  

COOK-LEVIN :3מסקנה ממשפט  SAT−  שפהNP שלמה.  

pAומתקיים   NP-ב Bאם שפה  :3 טענה B≤  כאשרA  שפהNP אזי , שלמהB  שפהNP שלמה.  
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  : 3תרגיל 

  :נגדיר

}G  גרף מכוון ויש בו מסלול המילטוני{ :dHPATH G= < >  

}G גרף מכוון ויש בו מסלול המילטוני מ-s ל -t { , , :st dHPATH G s t− = < >  

  :הראו

1  .,dHPATH st dHPATH NP− ∈  

2 .,p pdHPATH st dHPATH st dHPATH dHPATH≤ − − ≤  

  :פתרון

2.     

pst dHPATH dHPATH− ≤  

): נגדיר , , ) 'R G s t G< > =< ,'שני צמתים חדשים  G- נוסיף ל: מוגדר באופן הבא G'ר גרף כאש < 's t 
  .t'-ל t- ומ s-ל s'-וקשתות מ

  .הוא פולינומי באורך הקלט Rט "זמן ריצה של מ: מתקיים

 ).t'-ל s'-מ( G'- אזי קיים מסלול המילטוני ב, t- ל s- מ G-אם קיים מסלול המילטוני ב -
: t'- יים בולהסת s'-הוא חייב להתחיל ב G'-אם קיים מסלול המילטוני ב -

1
', , , , , , '

ni is s x x t t…. 

המסלול 
1

, , , ,
ni is x x t… הוא מסלול המילטוני ב-G מ-s ל-t.  

  

pdHPATH st dHPATH≤ −  

): נגדיר ) ', ,R G G s t< > =< s,שני צמתים חדשים  G- נוסיף ל: מוגדר באופן הבא G'כאשר גרף  < t 
  .t-ל G-ומכל צומת ב G-לכל צומת ב s-וקשתות מ

  .הוא פולינומי באורך הקלט Rט "זמן ריצה של מ: מתקיים

: G-אם קיים מסלול המילטוני ב -
1
, ,

ni ix x… ,סלול המילטוני באזי קיים מ-'G מ-s ל-t :

1
, , , ,

ni is x x t…. 

: t- ל s- מ G'-אם קיים מסלול המילטוני ב -
1

, , , ,
nj js x x t… , אזי

1
, ,

nj jx x… מסלול המילטוני ב-

G. 
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3מתקיים  :4טענה  pSAT st dHPATH− ≤ −.  

dHPATH,: מסקנה st dHPATH−  שפותNP שלמות.  

  

  : 4תרגיל 

3 4pSAT SAT− ≤ −  

( ) 'R ϕ ϕ=  כאשר'ϕ 3 תמתקבלת מנוסחה בצור CNF− ϕ  על ידי שכפול של ליטרל ראשון בכל
1: לדוגמה.  פסוקית 2 3 4 1 2 1 1 2 3 4 4 1 2(( ) ( )) ( ) ( )R x x x x x x x x x x x x x x∨ ∨ ∧ ∨ ∨ = ∨ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∨  

)מספקת  αהשמה  ⇔ ϕמספקת  αהשמה : מתקיים ) 'R ϕ ϕ=  

L'לכל שפה : מסקנה NP∈ מתקיים :' 4pL SAT≤ −.  

4 3pSAT SAT− ≤ −  

( ) 'R ϕ ϕ=  כאשר'ϕ 4 תמתקבלת מנוסחה בצור CNF− ϕ אם פסוקית מספר : באופן הבאi ב-ϕ
1היא  2 3 4( )l l l l∨ ∨ ϕ :1'-ונגדיר ב iaנוסיף משתנה חדש  ∨ 2 3 4( ) ( )i il l a l l a∨ ∨ ∧ ∨ ∨.  

: לדוגמה
1 1 2 3 4 4 1 2 1 1 1 2 3 1 4 4 2 1 2 2(( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )R x x x x x x x x x x a x x a x x a x x a∨ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨  

 :באופן הבא ϕ'- ל α'נגדיר השמה מספקת , ϕ- ל αאם קיימת השמה מספקת  -
'α α= רך של משתנים על משתנים משותפים לשתי נוסחאות ועia שהוספנו:  

'( )ia Tα   .Fקיבלו ערך  iרק אם שני ליטרלים ראשונים בפסוקית מספר  =
 :ϕ- אזי היא גם השמה מספקת ל ϕ'-אם קיימת השמה מספקת ל -

1: מתקיים 2 3 4( ) ( )i i

T T

l l a l l a∨ ∨ ∧ ∨ ∨��	�
 ��	�
 .  

1אזי ערך של , Tהוא  2lאו  1lאם ערך של  2 3 4( )l l l l∨ ∨   . Tהוא  ∨
 ערך של  , לכן. T הוא 3lאו  4lאזי ערך של , Fהוא  2lוגם  1lאם ערך של 

  .הוא 

4: מסקנה SAT NP− ∈  

4ולכן  SAT−  שפהNP שלמה.  

  

  

1 2 3 4( )l l l l∨ ∨ ∨

T
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  :5תרגיל 

 שלכל היותר קשת אחתצבעים כך  k-של צמתים שלו ב האם קיימת צביע" צביע- kט כמע"נגדיר גרף 
  .מחברת בין שני צמתים שקיבלו אותו צבע

  .צביע- kצביע הוא גם כמעט -kגרף : הערה

  :נגדיר

}G  גרףk-צביע{ :k COLOR G− = < >  

}G גרף כמעטk-צביע' { :k COLOR G− = < >  

k' : מתקיים COLOR NP− -kכמעט "כי ניתן לבדוק ביעילות האם צביעה נתונה של הגרף היא  ∋
  .שלו" צביעה

'pk COLOR k COLOR− ≤ −  

( ) 'R G G< > =< 1kי הוספת גרף שלם על "ע Gמתקבל מגרף  G'כאשר  < כרכיב ) חדשים(צמתים  +
  .קשירות נוסף

  .פולינומי Rזמן ריצה של : מתקיים

ל שלם עהגרף ה תאו םיעבצ k-ב  לש העיבצ תמייק :צביע- kכמעט  G'אזי , צביע-G kאם  -
כך שלכל היותר קשת אחת מחברת בין שני צמתים צבעים  k- בתן לצבוע ינ צמתים 

 .שקיבלו אותו צבע
שלכל צבעים כך  k-של צמתים שלו ב הצביעקיימת אזי לפי הגדרה , צביע-kכמעט  G'אם  -

1kגרף שלם על . מחברת בין שני צמתים שקיבלו אותו צבע היותר קשת אחת צמתים הוא לא  +
k-ל. שמחברת בין שני צמתים שקיבלו אותו צבע שייכת לוהקשת היחידה , לכן. צביע -G  קיימת

 .צבעים k-צביעה חוקית ב

k': מסקנה COLOR−  שפהNP שלמה.  
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  נגדיר שפה  :6 תרגיל

}ϕ 3 תנוסחה בצור CNF−  3 שבכל פסוקיתוקיימת לה השמה כך ' { :SAT ϕ− =  
  Fוליטרל שקיבל ערך  Tיש ליטרל שקיבל ערך 

  
3: הערה ' 3SAT SAT− ⊂ −  

  
3: מתקיים 'SAT NP− ∈  

  
3 3 'pSAT SAT− ≤ −  

( ) 'R ϕ ϕ=  כאשר'ϕ 3נוסחה בצורה מתקבלת מ CNF− ϕ נגדיר משתנים חדשים : באופן הבא

1 2, , ,b a a 1היא ϕ- ב iאם פסוקית מספר . … 2 3( )l l l∨ : ϕ'-ונגדיר ב iaנוסיף משתנה חדש . ∨

1 2 3( ) ( )i il l a l b a∨ ∨ ∧ ∨ ∨.  

  .פולינומי Rזמן ריצה של : מתקיים

יש ליטרל שקיבל כך שבכל פסוקית  ϕ'- ניתן להגדיר השמה ל ϕ-אם  קיימת השמה מספקת ל -
רק אם שני ליטרלים  Tערך  ia- ול   b-ל Fי קביעת ערך "ע Fוליטרל שקיבל ערך  Tערך 

 .Fקבלו ערך  iראשונים בפסוקית מספר 
, Fוליטרל שקיבל ערך  Tיש ליטרל שקיבל ערך כך שבכל פסוקית  ϕ'- ל αאם קיימת השמה   -

 .אזי השמה זו מספקת 
  

): 'אמקרה  )b Fα =  

)3אם   - )l Tα i 1אזי פסוקית מספר  = 2 3( )l l l∨   .Tמקבלת ערך  ϕ- ב ∨

)3אם   - )l Fα⇐ = ( )ia Fα⇐ =  1l  2אוl  ערך צרכים לקבלT ,פסוקית מספר  אזיi 

1 2 3( )l l l∨   .Tמקבלת ערך  ϕ-ב ∨

) :'במקרה  )b Tα αתחת השמה : מתקיים. αי הפיכת כל ערך בהשמה "ע αנבנה השמה . =
)ובנוסף  Fוליטרל שקיבל ערך  Tיש ליטרל שקיבל ערך  ϕ'בכל פסוקית של  )b Fα לכן . =

  .'אניתן להפעיל מקרה 

  

  

  
  

  
  

ϕ



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


