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 הקדמה

 

  להנדסת חשמלות בעיבוד תמונות בפקולטמתקדםספר זה נכתב כאסופת הרצאות לקורס 

של הספר נוספו מספר פרקים ) 2003אוקטובר (בגירסה חדשה זו .  בטכניוןולאחר מכן מדעי המחשב

ונספח בו , עיבוד תמונות צבע, רזולוציוניים-ייצוגים מולטי, המכסים נושאים בטומוגרפיה ממוחשבת

 .שחזור והתמרות , ובאות הרחבות בנושאים שונים כגון קוונטיזציהמ

 

דיון בנושאים ) ובעיקר בשפה העברית(אין בכוונתי לחדש בספר זה אלא לרכז באופן קריא ונוח 

ועל ריבוי בדוגמאות לשם , דגש מרכזי מושם על עדכניות החומר המובא כאן. מגוונים בעיבוד תמונות

 . MATLABי תוכנת " הפרקים נוצרו עהדוגמאות במהלך. המחשתו

 

לא סופית גירסה עדיין זוהי . בניית ספר זה מתבססת על מספר מקורות המתוארים בהמשך

אני מקווה לתקן ולעדכן ספר זה לכלל ספר נוח ואמין ללימוד .  במהלך הפרקיםולצערי עדיין ישנן שגיאות

 .  מתחיל ומתקדם בתחום–ני קורסים כך שיוכל להוות בסיס לש, עיבוד תמונות ולהוסיף לתוכנו

 

ושיחותיו עמי על נושאים שונים , דורון שקד על סיועו בקביעת תוכן הספר' אני רוצה להודות לדר

 .הנסקרים בו
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2 …...……………..……………..……………………….……………תמונה דיגיטלית  1.1

5 …………………………....……………….……………פלט לתמונות דיגיטליות \ קלט1.2
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שאלה זו . ומה ניתן ורצוי לבצע עליה, במסגרת פרק זה ננסה להגדיר מהי תמונה דיגיטלית 

". עיבוד תמונות"המוכר בשם הכולל , דירים תחום מחקר ופיתוח מרתקוהתשובות האפשריות לה מג

כל . חשוב לציין כי תחום זה קיים מלכתחילה בעיקר בשל ההתקדמות המטאורית בנושא המיחשוב

וזאת  , אלגוריתמים מבוססי מחשב–דהיינו , "דיגיטליים"העיבודים אותם נכיר במסגרת ספר זה הינם 

 ".עיבוד וניתוח ספרתי של תמונות"היה שם ראוי יותר לספר זה י, לפיכך. בניגוד לעיבוד אנלוגי או אופטי

 

, הטלוויזיה, אלבום תמונות משפחתי? מדוע כלל חשוב לדון בעיבודן? איפוא אנו פוגשים תמונות

אלה הם מקורות אשר מתרכזים בהעברת מידע ויזואלי –פרסומות רחוב ועוד , קריאה בעיתון, האינטרנט

 –א רצונם לנצל את שתי המצלמות המוצבות בפנינו מכנה משותף מרכזי למקורות אלו ואחרים הו. אלינו

פיו אנו מתמצאים -חוש הראיה מספק לנו בני האדם ולמגוון יצורים אחרים את עיקר המידע על. העיניים

מחקרים מלמדים שחלק ניכר במוח האדם משמש לעיבוד התמונה . ואפילו חושבים, פועלים, במרחב

ממחישה את כמות " תמונה אחת שווה אלף מילים"מירה הא, בהקשר זה. וניתוחה, הנקלטת בעיניים

 . האינפורמציה שניתן לדלות מתמונה אופיינית

 

איזה פעולות התמונה עוברת בדרכה מהחיישנים בעיניים ועד ? את התמונה" מעבד"כיצד המוח 

חום על אף ריבוי המחקרים בת. שאלות מסוג זה שאלו את עצמם חוקרים במהלך מאה זו? לגמר עיבוד זה

. האנושות רחוקה מלהבין את התהליכים המוחיים הכרוכים בטיפול במידע הויזואלי המוזן למוח, זה

ולאחר מכן לחקות את דרך , הוא הניסיון להבין" עיבוד תמונות"למחקר ב, אם כן, מוטיבציה ראשונה

הבנתנו ,  כאמור.אשר ידוע לנו שהמוח פותר, פעולת המוח ולפתור בעיות הקשורות בעיבוד מידע ויזואלי

 . את דרך פעולת המוח בהקשר זה הינה בסיסית ביותר
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י "הגדרת בעיות הקשורות בתמונות ופתרונן ע עוסקת גם ב"עיבוד תמונות", מכיוון הפוך

מניב תוצאות א כיוון זה ווק ד.תוך ניתוק מהשאלה על דרך פעולתו של המוח, אלגוריתמים ממוחשבים

 . דרךפריצת  להוותבדרך כלל זכתה  "ד תמונהעיבו" בו וזהו הכיוון, רבות ואיכותיות

 

וגישתנו תהיה כזו המנותקת ממערכת , "עיבוד תמונות"-וקרים פרקי יסוד בבספר זה אנו ס

ות ר הפרקים אותם נסקור נשענים על תורות שונות ומקו! אינו תיאוריה מגובשת"עיבוד תמונה". הראיה

לפרקים וררות  כארגז כלים מתוחכמים לפתרון בעיות המתע"מונהעיבוד ת" -חס ליניתן להתי. שונים

 חייב להיות מלווה "עיבוד תמונות"אמיתי של זו גם הסיבה שלימוד . בטיפול בתמונות דיסקרטיות

 . הנלמדים) הכליםכלי העבודה מארגז( האלגוריתמים בתרגילי מחשב בהם מתרגלים את

 

 מקורותיה אפיון, רטיתקתמונה דיס מהותה שלבפרק זה אנו מתחילים את הדיון בהגדרת 

אנו מסווגים משימות כש,  בקצרה את מגוון הפעולות הנחוצות על תמונותלאחר מכן אנו מזכירים. ויעדיה

אנו מזכירים מספר לסיום פרק זה . בשו במהלך שני העשורים האחרוניםאלה לתחומי מחקר שונים שהתג

 .בוד תמונותמה זו או אחרת עימצומצם של יישומים המערבים בר

 

 

 תמונה דיגיטלית 1.1

 

אלגוריתם אופייני . נדרש קודם להביאה אל המחשב, על מנת שנוכל להפעיל אלגוריתם על תמונה

, ובכן? ואיך הוא קשור לתמונה אמיתית, איך נוצר קובץ זה! יניח כי התמונה הינה קובץ מחשב לכל דבר

כפי שמתואר בציור , לבן-כי התמונה היא תמונת שחור נניח בשלב זה –נניח כי נתונה לנו תמונה על נייר 

" רמת אפור" תייחס (x,y) שלכל מקום במישור ,הרעיון הבסיסי הינו להתייחס לתמונה זו כפונקציה. 1.1

f(x,y) . וגווני האפור שביניהם יקבלו , 1 ולבן מוחלט הוא גובה 0אנו נניח כי גוון שחור מוחלט הוא גובה

 . מראה כיצד נראית התמונה הן כתמונה והן כפונקציה1.1ציור . [0,1]ינטרוול ערכים ממשיים בתוך הא

 

והפינה , הפינה השמאלית העליונה הינה שחור מוחלט ולכן גובהה הוא אפס, ל"פי הציור הנ-על

, בתמונה המתוארת ישנו מעבר חלק משחור ללבן.  בשל היותה לבן מוחלט1הימנית התחתונה בעלת גובה 

 . מימדי-ם בתמונה וגם ביריעה בתיאור התלתוהדבר ניכר ג

 

מדרגות אלה אינן חלק . בה ניכרות מדרגות )1.1צד שמאל של ציור ( תמונהה יתכן שבהדפסת :הערה

 .עליו עוד נדבר בהמשך,  ההדפסהתהליךמגבלות מהתמונה ומקורן ב

 

, )תחום התמך של התמונה (Ω מוגדרת מעל תחום הגדרה מוגבל f(x,y)ברור כי הפונקציה 

 :באופן פורמלי יותר נאמר כי התמונה היא התאמה מהצורה הבאה. וחסרת משמעות מחוצה לו

 

( ) [ ]1,0y,x:f ℜ→ℜ∈ Ω 

 

 : בשל שתי בעיות, אך בודאי לא מאפשר טיפול ספרתי, כל זה טוב ויפה
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זה אומר אינסוף בלתי ניתן ו,  ממשיים בתחום ההגדרה(x,y)התמונה מוגדרת מעל כל נקודה      .1

 .למניה של נקודות

י " ערך זה ידרוש ייצוג מדויק ע-  [0,1]כל נקודה מקבלת הפונקציה ערך ממשי באינטרוול ב .2

 . אינסוף סיביות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. שתי בעיות אלו מיתרגמות לצורך בכמות אינסופית של סיביות לשם ייצוג מלא של הפונקציה

ואף , מימדיים-מושג הדגימה מוכר לנו בהקשר לאותות חד. ונה הינו דגימה מרחביתהפתרון לבעיה הראש

ניתן לקבוע כי דגימה ) ומרווח הדגימה נקבע בהתאם לכך, כשהאות חסום תדר(ראינו שבמצבים מסוימים 

כשהפעם ישנו חופש גדול הרבה יותר , מימדיים ניתן ליישם דגימה-גם על אותות דו. אינה מאבדת מידע

כשכל שמבדיל ביניהם הוא ייחוס ,  ממחיש שתי צורות דגימה אפשריות1.2ציור . יעת אופן הדגימהלקב

 .אך בסיבוב שונה ביחס לצירים הראשיים, בשני המקרים מדובר בדגימה אחידה בשני הצירים. הצירים

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 גימת המישור שתי דוגמאות מתוך מגוון אינסופי של אפשרויות לד– 1.2ציור 

 ,  התמונה עצמה ברמות אפור–שמאל . מימדית- תמונה כפונקציה דו-  1.1ציור 

 )עם קווי גובה מוטלים למישור (2 התמונה כפונקציה המתארת יריעה מעל מימד –ימין 
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ה חשוב ואנו נקדיש לו דיון נושא הדגימ.  שלא מוזכרות כאן לדגימהקיימות כמובן מגוון אופציות אחרות

 בשני הצירים וכך קיבלנו את Dבשלב זה נניח כי מטעמי נוחיות בחרנו לדגום את הפונקציה במרווח . נפרד

 :מימדי הדיסקרטי הבא-האות הדו

 

( ) ( ) [ ]n,mfnD,mDfy,xf nDy,mDx ==== 

 

,  מאמציםכשאנו(ובסוגריים עגולים אותות מעל הרצף , אנו נסמן בסוגריים מלבניים אותות דיסקרטיים

אם תחום ההגדרה של ). בועז פורת בסיפרו על עיבוד אותות ספרתיים' את סימוניו של פרופ,  באופן זה

] -התמונה מלבני  ] [ ]D)1N(,0D)1M(,0 −×−=Ω , אזי הפונקציה הדיסקרטית מוגדרת מעל הערכים 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]1,01N,01M,0n,m:f ℜ→−×−∈ 

 

כאשר מרווח . 1 עד 0ם ממשיים בתחום  אלמנטיM על N  שלכך שהתמונה בנויה כמערך דו מימדי

במקרה זה אנו . ופרטים קטנים יותר ניתנים להכרה, גודל התמונה גדול,  נבחר להיות קטןDהדגימה 

רזולוציה מתייחסת לאו דווקא לגודל התמונה אלא ליכולת . נאמר כי הרזולוציה של התמונה טובה יותר

 . האבחנה בפרטים קטנים

 

אנו רואים ערכים  .1.3 על ערכיו מתוארים בציור מסויםתח תמונה נ, 1.1אם נחזור לציור 

הערך גדל , ועם ההתקדמות ימינה ולמטה, רונה הערך הנמוך ביותממשיים כך שבפינה השמאלית העלי

 . קלות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

נמיר , [0,1] במקום לייצג את רמות האפור כמספר ממשי בתחום –נפתור כעת את הבעיה השניה 

 L -נוכל להחליט כי כל רמת אפור תיוצג ב, לדוגמה. ייצוג בעל מספר סיביות קבוע וידוע מראש לןאות

    7.7191    7.6989    7.6783    7.6573    7.6358    7.6138 
 

    7.7411    7.7209    7.7003    7.6793    7.6578    7.6358 
 

    7.7626    7.7424    7.7218    7.7007    7.6793    7.6573 
 

    7.7836    7.7634    7.7428    7.7218    7.7003    7.6783 
 

    7.8043    7.7841    7.7634    7.7424    7.7209    7.6989 
 

    7.8244    7.8043    7.7836    7.7626    7.7411    7.7191 
 

 לו המתייחסיםכי רמות האפור  נתח מצומצם מתמונה וער– 1.3ציור 
 כשהם ברצף בין אפס לאחד
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) -י ההמרה "סיביות  ע ){ }]n,m[f12round L  לערך שלם [0,1] פעולה זו מעבירה כל ערך בתחום . −

0,12L]בתחום  ור כי פעולת הקוונטיזציה מאבדת בר).  כימוי-בעברית (פעולה זו קרויה קוונטיזציה . [−

 . כעת התמונה הינה מקבץ סופי של סיביות, בזכות אובדן זה, אבל! מידע

 

 ות נקודות תמונה הקרויNMי "י דגימה וקוונטיזציה מיוצגת ע"התמונה הדיגיטלית אותה בנינו ע

 MNLסך של ,  לכן. סיביותLי "וכל אחד מהם מיוצג ע, )Picture Elementקיצור של  - Pixel(פיקסלים 

50M,Nגדלים אופייניים לגודל תמונה יהיו . סיביות נחוץ לאחסונה של התמונה  לתמונה קטנה =

510M,Nועד , במיוחד ערך , באשר לעומק הקוונטיזציה. להדמאות לווין ותצלומי אוירואף יותר =

כך יוצא שנפח תמונה מינימליסטית .  גבוהים יותרLערכי אך ישנם מקורות עם , L=8אופייני מאוד הוא 

ותמונות חריגות עשויות להגיע עד , 100Kbytes – 1Mbyteתמונה בגודל סביר תצרוך , 2,500Byteהוא 

10Gbytes . 

 

דוק בין ל מחזיר אותנו לאמירה מתחילת פרק זה על הקשר הה"המידע הנור נפחי תיא

עבדן וכמובן היכולת ל, גם היכולת לאגור כמויות אלו. " תמונותעיבוד"-ההתקדמות בעולם המיחשוב ו

הופכת , תמונהב לפיקסל מכפלות 20 -כרוכה בגם פעולה פשוטה ה, לדוגמה. מציבים רף גבוה למחשבים

  .פיקסליםאשר מדובר במליוני להיות עצומה כ

 

ייצוג של אחת הדרכים המקובלות ביותר ל. לבן-כל שנאמר עד כה התייחס לתמונות בשחור

, כמקודם,  בתחום ההגדרה של התמונה תקבל לא ערך אחד(x,y)כל נקודה . RGBתמונות צבע היא מבנה 

י צירופים "ע. (Blue) וכחול (Green)הירוק , )Red(אלא שלושה ערכים המתייחסים לעוצמות האדום 

לאחר , לכן.  גווניםבעוצמות שונות של שלושת צבעי יסוד אלה אנו מסוגלים לייצר מגוון רחב מאוד של

ולכן , תמונה צבעונית תדרוש שלושה ערכים כאלו,  סיביותLבמקום מספר אחד בן , דגימה וקוונטיזציה

. דיון מעמיק בכלל בנושא צבעקיים ו, ם לתמונות צבעישנם גם ייצוגים אחרי. נפחה יהיה גדול פי שלוש

 .בע מפעם לפעםטופות לצלבן עם הצצות ח-סגרת ספר זה נתמקד בתמונות שחורבמ

 

מה . Still –כנקודה אחרונה במסגרת סעיף זה נזכיר כי כל האמור לעיל מתייחס לתמונה בודדה 

סרט היא פונקציה , לכן. t אך גם של הזמן (x,y)סרט הינו פונקציה של המקום , ובכן? באשר לסרטים

וכך יהפוך סרט רצף , הזמן נוכל גם לדגום בציר (x,y) -ממש כשם שדגמנו ב. f(x,y,t) מהצורה 3במימד 

 –קצב הדגימה בציר הזמן נקבע לפי תכונות מערכת הראיה שלנו . Stillלסידרה ארוכה של תמונות 
, לכן. תחושה של רצף) ולמוח שעובד מאחוריה( תמונות בשניה תיצור לעין אנושית 30מקובל כי הצגת 

 8 פיקסלים עם 100 על 100 של תמונה קטנה (10Kbyteלמשל אם תמונה בודדה בסרט היא בגודל של 

 נפחים אלו הם .1Gbyte -הרי שסרט כזה באורך של שעה ידרוש נפח אחסון של כ, )סיביות לפיקסל

רק בעשור האחרון מעיזים להיכנס לנושא . טיפול בוידאובנושא ה "עיבוד תמונה"-וב שחל ב לעיכהבהסי

  .יע כלים ואלגוריתמים לפעולות מורכבות בוידאוזה ולהצ
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 פלט לתמונות דיגיטליות\ קלט1.2

 

וראינו כי נחוצות פעולות דגימה וקוונטיזציה על , תיארנו כיצד מיוצגת תמונה דיגיטלית במחשב 

? כיצד? איזה התקנים מבצעים פעולות אלו. מנת להביאה ממצב של פונקצית רצף לקובץ מחשב תקין

אם על מנת לקבל את תוצאת , בונן בהנרצה לעיתים להת, בהינתן תמונה כקובץ מחשב, באופן דומה

? גם כאן עולה השאלה כיצד עושים זאת. או בשל רצוננו לראות את התמונה במהלך שלבי עיבודה, העיבוד

המטרה המרכזית היא להבין כיצד נוצרים . ל"במסגרת סעיף זה נציג באופן שטחי מענה לשאלות הנ

מסתיימים בהפקתה להתקן ו, שב לשם עיבודהעברתה למח, מונהמסלולים שלמים המתחילים בהרכשת ת

 .פלט

 

 הביתיות ווידאוהכגון מצלמות , מקור אפשרי ראשון של תמונה הוא מצלמה דיגיטלית 

 כאלו ותמצלמ.  ישנה מדיה דיגיטלית סרט צילוםבמקום החדישות בהן  Still -ומצלמות ה, האופייניות

זרם חשמלי \ אשר קובעים מתח,)CCD לאי  גכגון(ישנים הרגישים לאור ת סביב מטריצת חיומורכב

 תומטריצולכן , כל חיישן מייצר ערך עבור פיקסל בודד. באופן יחסי ישר לכמות הפוטונים הפוגעת בהם

זרם הנוצרים \המתח).  בודדchipמאות על מאות של חיישנים על  (ות להיות גדולות אלו צריכחיישנים

. רמת האפור בנקודה זו וכך מתקבל ערכו של הפיקסל הסיביות המייצגות את L -מומרים ישירות ל

 Stillמצלמות . יישניםמטריצת החבפר הגלאים פרמטר מרכזי בקביעת איכותה של מצלמה כזו הוא מס

ואיכותן , )VGAזוהי רזולוציית  ( נחשבות לרמה הבסיסית ביותר640 על   480דיגיטליות עם מערך של 

על המערך , לשם קבלת איכות מתחרה בסרט צילום. ונליתקונונצי ת סרט רחוקה מלהתחרות במצלמ

 .תר ויו חיישנים2000 על 2000 -יל כלהכ

 

של (מימדי וסריקה מכנית -ניתן להציע מערך חד, מימדי של חיישנים-כאלטרנטיבה למערך דו

גישה זו מקובלת כאשר . לקבלת אוסף שורות היוצרות את התמונה) מראה מטילה או פריזמה, המערך

הבעיה העיקרית עם ). בסדר גודל של אלפים(ת רזולוציה גבוהה מאוד ולפיכך מערך חיישנים ארוך נדרש

  . במצלמהיקתמכניקה מדומרכיבי בך הצורגישה זו הוא 

 

כשכל אחד מהם , על מנת לקלוט תמונת צבע נדרש בעיקרון שימוש בשלושה מערכי חיישנים

י מערך גלאים עם פילטר " תיוצר עR -כך ייצא למשל כי שכבת ה. בצע הרלוונטימחובר למסנן אופטי ל

מצלמת צבע כזו תהיה בפועל שלוש מצלמות שונות על , לכן. אופטי המונע מכל צבע למעט אדום לחדור

 .אומטרייגהאותו ציר אופטי לשם קבלת התאמה מוחלטת ביניהן במובן 

 

 והן Stillצלמה דיגיטלית אופיינית הן לתמונות כל האמור לעיל מתייחס לדרך בה פועלת מ

חשוב לציין כי מצלמה אלקטרונית אינה מוגבלת לחישה של אור ). סדרות של תמונות ברצף(ידאו וול

ניתן , ייםחשמלאותות  בהינתן גלאים החשים כל תופעה פיזיקלית אחרת וממירים אותה ל–נראה 

כך הדבר בצילום . ה כתמונה דיגיטלית לכל דברמימדי ולהגדיר את תוצאת החיש-לסדרם במערך דו

צילומים , צילום רנטגןבכך גם , המספק תמונות של אורך גל אחר הקשור לחום של עצמים, אדום-אינפרה

 . ועוד, פני כדור הארץ-סיסמיים של רעידות על
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הכלי . דהיינו תצלום על נייר או על סרט צילום, מקור מקובל אחר לתמונות הוא עותק קשה

סורק אינו אלא מצלמה דיגיטלית ). (Scannerהמקובל לשם המרתה של תמונה כזו לקובץ הוא סורק 

התנאים הנוחים מתייחסים לכך שהעצם . יכולה להיות פשוטהמצלמה זו ולכן , הפועלת בתנאים נוחים

אחד של מימדי הנע מצד - די במערך חד–מימדי יקר -ולכן אין סיבה להשתמש במערך דו, המצולם אינו זז

וניתן לעשות זאת בקצב קריאת , את התמונה בחטף" לכוד"-אין צורך ל, כמו כן. התמונה לצידה האחר

הצילום נעשה בתנאי תאורה מבוקרים ולכן אין צורך בעיבודים אלקטרוניים . י המחשב"המידע ע

 יש, )Negative(כמובן שאם הסריקה היא של סרט צילום בתשליל . מקדימים של תיקון תחום דינאמי

 . להמיר את השחור לערך גבוה ואת הלבן לערך נמוךו  היוצרותלהפוך את

 

דהיינו המרווח המינימלי אשר הוא ,  סורק היא רזולוציית הסריקה שלובאפיוןפרמטר מרכזי 

דהיינו , dpi 600סורקים אופייניים לשימושים ביתיים מספקים רזולוציה של עד . יכול לקבוע בין דגימות

 dpi 9600לא פעם בפרסומים על סורקים מוזכרות רזולוציות בסדר גודל של . אחד' ות באינטש נקוד600

התמונה נסרקת בפועל ברזולוציה .  חשוב להבהיר כי לרוב ערכים אלו מתייחסים לרזולוציה מלאכותית–

לוציית רזואינטרפולציה אינה תחליף ל. י אינטרפולציה לגודל הנקוב"ואז מוגדלת הלאה ע, dpi 600של 

 .ולאחר מכן שכנדון בסוגיית הגדלת תמונה, אנו נעמוד על ההבדלים בדיון בנושא דגימה. אמת

 

צילום . או תמונות סינטטיות, מקור שלישי ואחרון שיוזכר כאן לתמונות הוא תמונות מחושבות

אלו תמונות . ות כל אלה יוצרים תמונ– CT וצילום MRIצילום , צילום אולטראסאונד, )SAR(ם "מכ

עיבוד ספציפי של האות . מימדי- לאו דווקא במערך דו תופעה פיזיקלית כלשהיי מדידת"נוצרות ע

 התמונה הנוצרת MRIבצילום , לדוגמה. המתקבל יוצר תמונה מלאכותית אשר חשובה ליישומים רבים

כשרמות האפור קשורות , בגופו של המצולם) שלא ניתן היה לקבלו בדרכים נעימות(מתארת חתך 

לא היינו מקבלים את , גם לו חתכנו את הגוף המצולם באותו מקום בדיוק. לצפיפות המים בכל רקמה

מוט ברזל בשטח . מיים מתועדים כתמונה"החזרים מכ, SARבצילום , כדוגמה שניה. אותה תמונה

 .לא נראה אותו כלל, גם אם נפרוס בד ענק בצבע לבן בשטח, ולעומתו, יתבטא בנקודה לבנה חזקה

 

 המרת –כעת נדון בקצרה בהתקני הפלט . ד כה סקרנו אפשרויות להזנת תמונה אל המחשבע

, באשר לשימוש במסך. האפשרויות העיקריות הינן הצגה למסך או הדפסה לנייר. קובץ תמונה לתצוגה

בהם קרן  )LCDקיימות גם אפשרויות אחרות כגון מסכי  (CRT -הגישה האופיינית היא שימוש ב

. תכונה קרויה פלואוריצנטיות, וגעת במשטח הממיר פגיעת אלקטרונים בפליטת פוטוניםאלקטרונים פ

מתקבלת נקודה בודדה , י שליטה אלקטרונית בעוצמת קרן האלקטרונים ומיקום פגיעתה במסך"ע

חומר נקודות מימדי של -מערך דומכוסה ב עצמוהמסך .  זוהי רמת האפור הנדרשת–בעוצמה נשלטת 

 –יבות רבה יש לשני פרמטרים במסך מעין זה חש.  הנותנות את התמונה גבוההפותפלואורצנטי בצפי

 –ורזולוציית המסך , אשר מיתרגמת למהירות בנייתה של התמונה על המסך, מהירות סריקת הקרן
י שימוש בשלושה צבעי "הצגת תמונת צבע נעשית ע. על פני המסך) פיקסלים(המרווח בין נקודות סמוכות 

ופגיעה בכל אחד מאלו בעוצמה הנכונה , בשלשות של נקודות סמוכות) B -ו, R ,G(וצנטי חומר פלואור

 .לשם קבלת שילוב הצבע הנחוץ
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הדפסה איכותית של תמונה פירושה המרת מטריצת הפיקסלים למגוון כל , ובאשר להדפסה

, פעולה זו בדיוק אשר עושות  Continuous-Toneקיימות מדפסות . הגוונים הנחוץ על פני נייר ההדפסה

 חשיפת –מדפסות אלו פועלות כמו פיתוח על נייר צבע בצילום ביתי אופייני . אך השימוש בהן נדיר ויקר

, כתחליף לגישה יקרה זו המחייבת לא פעם נייר פיתוח. נייר רגיש לאור במידה מבוקרת בכל נקודה

גוונים \מקבץ מצומצם מאוד של צבעיםמציעות גישה שונה לפיה רק ) Laser - וInkJet(מדפסות אופייניות 

אשר יוצרת אשליה , Half-Tone -נעשה שימוש בגישת ה, על מנת ליצור את התמונה הנתונה. ניתן להפקה

) מתוך המקבץ המצומצם האפשרי(פיזור וצבע , י פיזור של נקודות בגודל"גוונים ע\של מגוון כל הצבעים

עבור מדפסת היכולה לצבוע נקודות בשחור בלבד בגודל . י  דוגמה" ממחיש גישה זו ע1.4ציור . נשלטים

 צפיפות גדולה לרמות –כך נראית ההמרה מתמונת רמת אפור לתמונה בינארית , נקודה ובמיקום נשלט

 . בתמונות עיתון ועוד, ביתיותפסות  גישה זו נהוגה במד.נמוכות ונמוכה לרמות גבוהות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-Halfאנו נקדיש דיון לשיטות .  אך בנוי על אותו עיקרון, מורכב יותר לצבע Halftonningביצוע 

Toneבהמשך . 

 

 

  סוגיות בטיפול בתמונות1.3

 

י " עלעותק קשהוהפקתה , י דגימה וקוונטיזציה"כבר מהדיון על בנייתה של תמונה כקובץ ע

Halftonning ,בנוסף לנושאים . ונותפגשנו מספר אפליקציות המחייבות מענה ונדונות במסגרת עיבוד תמ

 . ניתן לדון במגוון רחב של בעיות מעניינות אחרות ודרכים לפתרונן, בהינתן תמונה דיגיטלית, אלו

 

ולהרחיב את שלמדנו במסגרת עיבוד , מימדי-ניתן להתייחס לתמונה כאות דו, בשלב ראשון

רציפה (מימדית -ובאופן זה נוכל לשאול כיצד להגדיר ולבצע התמרת פוריה ד. מימד-אותות לדו

וכיצד לתכנן מסננים להגשמת יעדים , כיצד לבצע סינון לתמונה, )מימדיים-כמו באותות חד, ודיסקרטית

ותמונה בינארית בה נקודות שחורות על , )משמאל( תמונה ברמות אפור – 1.4ציור 
 רקע לבן הבאה לחקותה
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וכפי , מימדית נופל למסגרת זו של עיבוד אותות-גם נושא הדגימה הדו. מוגדרים מראש על התמונה

וב עם זאת להבהיר כי עיבוד חש. מימד-עולות אפשרויות מעניינות בהרחבת משפט הדגימה לדו, שראינו

כולל בתוכו הרבה יותר מאשר עיבוד אותות " עיבוד תמונות. ""עיבוד תמונה"מימדיים אינו -אותות דו

ויידרש טיפול ספציפי הנשען על פרקי ,  אנו נפגוש המון בעיות להן אין מענה מסגרת עיבוד אותות-גרידה 

 . מחקר אחרים

 

 יסוד בהם משפחות שונות של בעיות משימות בעיבוד תמונות מקובל להגדיר מספר

 . ואלגוריתמים

 

לא אחת מתקבלת תמונה . הוא הפרק הדן בשיפור תמונהבדיון על עיבוד תמונות  ראשון נושא

או בשל , בשל פעולות לא נכונות בעת המרתה לקובץ, ירודה באיכותה בשל תנאי צילום לא מוצלחים

ים אלו נרצה להציע אלגוריתם המשפר את איכות התמונה במקר. תכונות בעייתיות של העצם המצולם

הנקודה הבעייתית בהקשר זה היא קביעת מדד לאיכות . ויוצר תמונת פלט טובה יותר באיזה שהוא מובן

בדיון . מגוון כלים רחב מאוד פותח במהלך השנים כדי לתת מענה לבעיות שונות בשיפור תמונות. תמונה

ובין בעיות שחזור בהן , בין צורך לשפר תמונה שגורם קלקולה אינו מוגדרעל שיפור תמונה נעשית אבחנה 

אנו . ונדרשת מערכת ההופכת את התהליך במידת האפשר, ידוע מה עברה התמונה בתהליך הקלקול

 .סקור את הגישות הרווחותנו, נקדיש מספר פרקים לדיון בנושאים אלו

 

 ןמהדיון עד כה ברור כי תמונות הן צרכ. נות שני בעיבוד תמונה הוא הפרק הדן בדחיסת תמונושא

ה טבעית שעולה לפיכך היא האם ניתן לייצג תמונה ללא פגיעה באיכותה בפחות לאש. זיכרון תובעני

בה לאחר פריסה , בדחיסת מידע בכלל ובדחיסת תמונות בפרט מבחינים בין דחיסה ללא אובדן. סיביות

אנו נראה כי . אשר בפריסה חוזרת קרוב אך לא בדיוק למקור, ובין דחיסה אובדנית, חוזרים בדיוק למקור

כל הדיון . יןחה המקורי ללא שינויים ניכרים לעניתן בקלות לדחוס תמונה לכדי עשירית  ופחות מנפ

, מטבע הדברים,  זהו פרק חדש יחסית בתקשורת ספרתית אשר–בדחיסה נסמך על תורת האינפורמציה 

 .זה במסגרת ספר ייסקר בשטחיות רבה

 

 נושא ההמרה –פגשנו כבר נושא אחד מדיון זה .  שלישי בעיבוד תמונה דן בייצוגה של תמונהנושא

 –נושא הקוונטיזציה חיוני הן לבנייתה של תמונה דיגיטלית והן לצורך דחיסת תמונה . Half-Tone -ל
 .גרת ספר זהסנושאים אלו ואחרים ייסקרו במ

 

אנו , בדחיסה(וקיבלנו קובץ תמונה כפלט , ביצענו עיבוד, הבכל הפעולות עד כה קיבלנו קובץ תמונ

לא אחת נרצה להכניס תמונה לעיבוד שמוצאו אינו ). מתייחסים למערכת שדוחסת ולאחר מכן פורסת

גלה את מיקומם של ? ואם כן כמה והיכן,  האם יש אנשים בתמונה הנתונה–למשל . אלא החלטה, תמונה

ואנו , יות אלו בעיבוד תמונה משויכות לתחום הקרוי ראיה ממוחשבתגסו. 'הקווים הישרים בתמונה וכו

 .נרחיב על האבחנה בין התחומים הללו בסעיף הבא

 

גם בסדרות ). סרטי וידאו(נושא אחרון שיידון במסגרת ספר זה הוא הטיפול בסדרות של תמונות 

עניין ייחודי ומרתק . בתופעולות ראיה ממוחש, ייצוג, דחיסה, שחזור, של תמונות מדברים על שיפור

ל בטיב גבוה "ושימוש בו לשם פתרון הבעיות הנ, שעולה בעיבוד סדרות הוא נושא התנועה בין תמונות
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וניגע באופן זה בקצהו , אנו נקדיש פרק אחד לנושא זה. בהשוואה לטיפול פרטני בתמונות בודדות, יותר

 .מים של תוצאות מחקריות ואלגוריתשל קרחון

 

המטרה היא סקירה .  כי ספר זה רחוק מלכסות את מגוון הנושאים בעיבוד תמונותחשוב להבהיר

והבאת תוצאות , עם זאת מושם דגש על עדכניות החומר. ומתן הפנייה לעבודות המשך בתחום, ראשונית

 .חדשניות ככל האפשר

 

 

  עיבוד תמונה ותחומים סמוכים1.4

 

קיימים ". עיבוד תמונות"התחום הקרוי ל הטיפול הממוחשב בתמונות אינו נחלתו הבלעדית ש 

חלוקה מקובלת כבר נרמזה בסעיף . פרקים סמוכים אשר אף להם זיקה ישירה לעיבוד ספרתי של תמונות

הקלט , בעוד שבעיבוד תמונה. בו עמדנו על האבחנה בין עיבוד תמונה וראייה ממוחשבת, קודם

באלגוריתמים בהם הקלט הוא תמונה והפלט הרי שראיה ממוחשבת דנה , לאלגוריתם והפלט הם תמונות

 . הינו מידע אחר

 

, )Low-Level Vision(בתוך תחום הראייה הממוחשבת מקובל להגדיר משימות ברמה נמוכה 

ראייה ממוחשבת ברמה נמוכה דנה בהפקת ). High-Level Vision(וגבוהה ) Mid-Level Vision(בינונית 

כך הדבר בהפקת .  וחסר משמעות פיזיקלית ישירהע לא מעובדמסקנות ראשוניות מתמונה בצורה של מיד

. ' וכופינות, מיקום שפות או צורות פרימיטיביות אחרות כגון ישרים, וקטורי תנועה בין צמד תמונות

,  בעל ערך פיזיקליבראייה ממוחשבת ברמה בינונית אלגוריתמים מספקים מידע בעל ערך מתקדם יותר

 בהתבסס על התמונות תנועת המצלמה במרחבתיאור של או , מצמד תמונותמימדית -כגון מפת עומק תלת

בראייה ממוחשבת ברמה גבוהה האלגוריתמים מסיקים מסקנות דמויות אנוש כגון בתמונה זו . הנתונות

 .בתמונה זו ישנם שלושה אנשים וכדומה, רואים שולחן

 

 Pattern –צורות בתוך הפרק הרחב הקרוי ראייה ממוחשבת מצוי פרק העוסק בזיהוי 

Recognition .יש לזכור כי . פרק זה דן בשאלה כיצד מוצאים עצם מסויים בתמונה באופן יעיל ואמין

גם משימות , בשל כך. ובכך ישנו אובדן רב, מימדי-מימדי למישור דו-תמונה מהווה היטל מעולם תלת

, א פונה קדימה או לצדדיםתחת האפשרות שהו, אלמנטריות לכאורה כגון זיהוי פניו של אדם מתמונה

" למידה חישובית"פרק זה של זיהוי צורות שואב מתיאוריות רחבות יותר כגון . הינה בעיה קשה מאוד

)Computational Learning( ,בינה מלאכותית , רשתות נוירונים)Artificial Intelligence (ועוד . 

 

וניכרת חדירה חזקה של תחום זה , ראיה ממוחשבת ולזיהוי צורותלרבים יישומים קיימים 

בתחום הקרוי .  לקטגוריותנזכיר כמה דוגמאות כשהן מחולקות.  בעשור האחרוןםה ולמוצריילתעשי

קריאה ממוכנת של , קוד- וקריאת בריתורא, קריאה אוטומטית של טפסיםלהזכיר ים ניתן וזיהוי תו

י קריאת "מיון אוטומטי של מכתבים עפו, ASCI לקובץ )מודפס או כתב יד(המרת דף כתוב , קים'צ

איתור ו, ספירת תאי זרע ומציאת פגמים בהם, ספירת תאי דם נזכיר מונות רפואיותבטיפול בת. המיקוד

, טיקה נזכיר בקרת איכות למעגלים מודפסים ורובובאוטומציה תעשייתית. גידולים בתמונות רפואיות

וי במיפ. איתור מכשולים בתנועה ועוד, י משוב חזותי"בקרת תנועה ע, ונםזיהוי חלקים בפס ייצור ומי
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או \ות שונות  תמונורשוקי, ריכת מפות מתוך תצלום אויר ישנם ע)לווין\י מטוס"צילום ע(וחישה מרחוק 

בזיהוי פלילי דנים . איתור מטרות ועוד, י תנועה ושינויים בשטחגילו, אומטריתימפות זו לזו מבחינה ג

 . ועודזיהוי פנים, זיהוי חתימה,  תוך יחוס למאגר קייםבזיהוי טביעת אצבע

 

בהן הן הכניסה והן היציאה הם מתמקדת במשימות " עיבוד תמונה" -בתחילת סעיף זה אמרנו ש

. המוצא אינו תמונה לעומת זאת דנה במשימות בהן הכניסה היא תמונה ו"ראיה ממוחשבת". ונותתמ

 קרוי ,והפלט הוא תמונה, התחום בו הקלט אינו תמונה אלא מידע כלשהו, ל"בהמשך טבעי להגדרות הנ

ולהרבה בעיות , ת וגרפיקה ממוחשבתבמידה רבה קיימת דואליות בין ראיה ממוחשב. גרפיקה ממוחשבת

אם בראיה ממוחשבת מתוך , למשל. ניתן להציג בעיות דואליות בפרק השני, שניתן להציג בפרק האחד

הרי שבגרפיקה נשאל כיצד מגופים , מימד של העצמים המעורבים-תמונות נרצה חילוץ של מפת התלת

  ממחיש את המפגש בין 1.5יור צ). Rendering(מימדיים בייצוג כלשהו בונים תמונה ריאליסטית -תלת

 .וגרפיקה ממוחשבת, יה ממוחשבתרא, עיבוד תמונות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

המבוססת על תהליך עיבודה , ניתן גם להציע חלוקה אחרת של פרקים הקשורים בעיבוד תמונות

) העין(אשון מצלמה בשלב ר.  ראיית אנושדמויתשל תמונה מרגע יצירתה ועד סיום הטיפול בה במערכת 

-לאחר מכן התקנים אלקטרו, )העדשה בעין(י אופטיקה מתאימה "וזאת ע, אמורה לרכוש את התמונה

 ובסיום עיבוד ,)Cones - וRods הקרויים או החיישנים בעין,  למשל במצלמהCCDאותם גלאי (אופטיים 

אופטיקה -אלקטרו, ופטיקהלא, ואמנם. דגימה וקוונטיזציה, אותות אלמנטרי של תיקון תחום דינאמי

 ).  ברטינה בעיןמתבצעיםשלבים אלו (ועיבוד אותות קשר ישיר וחשוב לעיבוד תמונות 

 

 תמונה
 
 
 
 
 
 
 
 
 ידע אחרמ

 קלט

 תמונה     מידע אחר

 
 עיבוד
  תמונות

 

 ראיה
 ממוחשבת

 

 רמה נמוכה
 רמה בינונית
 רמה גבוהה

 

 
 גרפיקה
 ממוחשבת

 

 יתר מדעי המחשב

קה ראיה ממוחשבת וגרפי, "עיבוד תמונה"בין  המפגש – 1.5ציור 
 ממוחשבת



  כללי- 1פרק 

 - 12 - 

 Main Stream -יבואו אלגוריתמי דחיסה ושיפור איכות השייכים ל, לאחר בנייתה של התמונה

ם תתחיל פעולת אחריה). ובמוח הראיה עצמו, פעולות אלו מבוצעים בדרך מהעין למוח(בעיבוד תמונות 

כך אנו . 'אבחנה בתנועה וכו, כגון זיהוי האנשים, לשם הפקת מידע  מהתמונות) ראייה ממוחשבת(ניתוח 

 סוקר את המסלול 1.6 ציור .רואים מעבר מאופטיקה ועד ראייה ממוחשבת ולמעשה בינה מלאכותית

 .םל על הפרקים אותם הוא רות"הנ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ואנליזה של תמונות יישומים לעיבוד1.5

 

זאת . "עיבוד תמונות" של התחום הקרוי לסיום פרק זה רצוננו להמחיש את חשיבותו ומעשיותו 

וראיה , מערכות בהן משולבים אלגוריתמים לעיבוד תמונה\י מספר דוגמאות למוצרים"נעשה ע

 .ממוחשבת

 

 כך ,לווה בצילום הדדיהרעיון ששיחת טלפון ת: Net-Meetingי "פון ושיחה ע- וידאו– 1דוגמה 

אך לאחרונה חל מפנה ,  מלהיבה חברות ומהנדסים קרוב לעשרים שנה,שהדוברים ישוחחו זה עם זה

הסיבה לעיכוב עד כה היה רוחב . וניתן לראות מערכות של ממש המיישמות רעיון זה, משמעותי בתחום זה

כמות הסיביות הנדרשת , ק זהכפי שראינו כבר בפר ,במילים אחרות. הפס הנדרש להעברת אות וידאו

 תמונות 30, לדוגמה. ולא מעשית בערוצי תקשורת טלפוניים רגילים, לתיאור סדרת תמונות היא עצומה

וזה עבור תמונה קטנה ,  לשניה1Mbyte - פיקסלים ידרשו שידור של קרוב ל100 על 100צבע בגודל  של 

  ההתפתחויות האחרונות בנושא דחיסת וידאו . לשניה64Kbitsערוץ טלפון נדיב לעומת זאת ייתן . מאוד

תוך שהסרט , 100ולהשיג דחיסה ביחס של מעל ,  להמיר את הקצב המקורי בקצב הטלפון האופייניאפשרו

כיום ניתן לשוחח זה עם זה מעל פני האינטרנט תוך שימוש . הנפרס משמר הרבה מאיכותו המקורית

מורכבות בנושא של תזמון חבילות השידור לשם השגת כשהוא מלווה בפתרון בעיות , ברעיון בסיסי זה

 .שידור אפקטיבי בזמן אמת

 

 
ופטיקהא

 

-אלקטרו
 אופטיקה

 

 עיבוד
 אותות

 

 עיבוד
 תמונות

 

 ראייה
ממוחשבת

  ותחומי מחקר הקשורים במסלול זה, היצירה של תמונה מסלול – 1.6ציור 
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 חברות רבות מציעות כיום מצלמה : מצלמה דיגיטלית ואלבום תמונות משפחתי ממוחשב– 2דוגמה 

מדובר במוצר שעוכב בשל מגבלות , גם במקרה זה. דיגיטלית כתחליף למצלמת היד הקונבנציונלית

.  יקרים מידי1000 על 1000 בגדלים של  מעל CCDרונה מקובל היה לטעון שמערכי עד לאח. טכנולוגיות

. גם נושא המדיה השומרת את התמונות זכה להתקדמות טכנולוגית בשל היכולת לדחוס את התמונות

הרעיון הוא לצלם ישירות לקובץ . מוצעות מצלמות ברזולוציה המתקרבת לביצועי סרט צילום רגיל, כיום

כל מצלמה ). ובעוד גורמים, תלוי ביצרן( תמונות 200 עד 10ולכן מאפשר שמירה של , וא דחוסהנשמר כשה

 –תיקון ההארה ועוד , כזו כוללת בתוכה סידרת תהליכים בהם התמונה מעובדת לתיקון הצבעים

 . ASICאלגוריתמים קונונציונליים המבוצעים בחומרה על 

 

.  הוא הצורך בהדפסת התמונותStillת לתצלומי אחת המגבלות בשימוש במצלמות יד דיגיטליו 

 שנים מקובל היה שהדפסה באיכות טובה כדוגמת פיתוח מסרט לנייר פיתוח היא בלתי 5 -עד לפני כ

. ניתן להפיק תמונות באיכות טובה על נייר רגיל, כיום בשל ההתקדמות במדפסות הזרקת דיו. אפשרית

באופן זה ניתן . לנהלן בתוכנות לאלבומים וירטואלייםמוצע , בשל היות התמונות ספרתיות, במקביל

הראה לי את כל התמונות ,  מצא את דוד בכל התמונות באלבום–לבצע חיפושים חכמים באלבום כגון 

 וש מבוסספרעיון הוא שתוכנת האלבום תבצע חי כל ה.וכדומה, בהן דודה נחמה עומדת ליד דוד משה

 אפליקציות מתוחכמות לחיפושים מבוססי .ים כל תמונהוט המלופייני טקספי מא-ולא על, תוכן בתמונות

 .WEB -ת בעת האחרונה גם בהקשר של חיפוש תמונות בתוכן מוצעו

 

 -כבר הזכרנו שכל מדפסת מכילה בתוכה אלגוריתם להמרת תמונה מערכי הרצף :  מדפסות– 3דוגמה 

Continuous Tone –ל -  Half-Tone . בים אלגוריתמים אחרים לתיקון  משולסטנדרטיות גםבמדפסות

 . למתיחת תחום דינאמי ועוד, צבעים בתמונה

 

על התפוזים .  פס ייצור נוסע ועליו תפוזים–נתחיל בדוגמה פשוטה :  גילוי פגמים בפס ייצור– 4דוגמה 

מחוברת למחשב ו המוצבת מעל פס הייצור ,מצלמת וידאו. להיכנס לארגזים כשהם מסווגים לפי גודלם

PCיכולים לתת בקרה על פעולת הפס ,ותוכנת זמן אמת לעיבוד התמונה הנקלטת ,  ובו כרטיס דגימה רגיל

. תפיסה זו חלה מסתבר לא רק על תפוזים. באופן שסיווג התפוזים ייעשה באופן אוטומטי לחלוטין

 )מעגלים על שבבי סיליקוןייצור (אלקטרוניקה -ותעשיית המיקרו) PCB(תעשיות הכרטיסים המודפסים 

 .כבר מזמן עושות שימוש בבקרה מבוססת ראיה ממוחשבת לשם פיקוח על פגמים בייצור

 

הרי , כל עוד אין מוצרים ביתיים המשלבים עיבוד תמונה באופן המוני:  טלוויזיה דיגיטלית– 5דוגמה 

ית מגבלה זו עומדת לפוג ברגע שבכל ב. שניתן לקבוע כי תחום זה אינו ממצה את הפוטנציאל שתולים בו

ולכן דחיסה , טלוויזיה כזו פירושה שהעברת השידורים נעשה באופן דיגיטלי. תהיה טלוויזיה דיגיטלית

לבצע עליהן מ ברגע שהתמונות מגיעות באופן דיגיטלי אין מניעה –יתרה מזו . ופריסה מעורבים בתהליך

שידור סטריאוסקופי המרת התמונות ל, שיפור של איכות שידור במקרים בעייתיים, למשל. עיבוד מתקדם

 . ועוד, אחסון סרטים במדיה דיגיטלית, הגדלתה והדפסתה, הקפאת תמונה, שיאפשר ראיית עומק
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שירותי אינטרנט לשיפור , ל ניתן להוסיף עוד יישומים כגון עריכת וידאו ואפקטים"לרשימה הנ

כמו כן . עודו, שחזור תמונות מקולקלות כתוצאה מקלקול המצלמה, תצלומים מהאלבום המשפחתי

 . בסעיף קודםאיה ממוחשבתרהזכרנו יישומים רבים בהקשר ל
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רבים ממושגי , עם זאת. מימדי- דות אותוהזכרנו בפרק הקודם שעבוד תמונות אינו רק עיבוד 

 מקורם , התמרת פוריה ועוד, ותמערכות ליניאריות ושאינן ליניארי, כמו מסננים, בוד תמונותהיסוד בעי

בבסיס פרק . מימד-ם לדומימדיי- חדבפרק זה נתמקד בהרחבת המוכר לנו מעיבוד אותות. בעיבוד אותות

 .מימדיים- כי קיים לקורא רקע בעיבוד אותות חדזה ישנה ההנחה

 

 

  אותות מעל הרצף–מימד - מערכות ליניאריות בדו2.1

 

י "אנו מגדירים את מוצא המערכת ע, H המוזן למערכת ,f(x,y), מימדי מעל הרצף-עבור אות דו

{ })y,x(fH)y,x(g  ת אם ורק אם מתקייםמערכת תיקרא ליניארי. =

 

{ } { } { })y,x(fH)y,x(fH)y,x(f)y,x(fH 2121 β+α=β+α 

 

y,x(f,)y,x(f(לכל צמד אותות  תכונה זו מוכרת לנו היטב ממסגרת של מערכות . ,βαופרמטרים , 21

 . מימדיות-חד
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 f תלוי אך ורק בערכו של אות הכניסה (x,y)  תיקרא חסרת זיכרון אם מוצאה במקום Hמערכת 

סיבתיות , עם זאת. המשך טבעי למושג הזכרון הוא הסיבתיות, מימדיים-בעיבוד אותות חד. (x,y)מקום ב

אם נגדיר מראש . כיוון שלא קיים סדר בין נקודות במישור, מימדיים-אינה טבעית בדיון על אותות דו

אך זו תהיה , ותניתן לדבר על סיבתי, )סריקה שורה אחר שורה, כגון(סדר סריקה למישור לפי ציר זמן 

ואז מושג , מימדי-ל המרנו את התמונה לאות חדבמקרה כזה בפוע. רלוונטית רק לסריקה הנדונה

 .תמימדי-הסיבתיות מתלכד עם סיבתיות חד

 

)Y,X( תיקרא קבועה במקום אם תוצאת הזזת האות במקום בשיעור Hמערכת  והזנתו 00

 דהיינו,  בשיעור דומהמוצא המערכתת המקורי והזזת למערכת מניבה תוצאה זהה להזנת האו

 

{ } { } )Yy,Xx(g)Yy,Xx(fH)y,x(g)y,x(fH 0000 −−=−−⇒=        
 

בכל המקרים . וקביעות במקום, זיכרון, נציג מספר דוגמאות להמחשת תכונת הליניאריות: 2.1דוגמה 

 :המתוארים ניתן להוכיח את הטענות השונות ישירות מתוך ההגדרות

}המערכת  .א } )5y,2x(f3)y,x(f)y,x(fH זוהי מערכת .  היא מערכת ליניארית=+−+

 . עם זיכרון, קבועה במקום

} המערכת  .ב } )5y,2x(f)y,x(g)y,x(f)y,x(fH )  קבוע וידוע מראשg(x,y) עבור(=+−+

 .וגם לה יש זיכרון, זו מערכת שאינה קבועה במקום. היא ליניארית

}המערכת  .ג } )5y,2x(f)y,x(f)y,x(fH זו מערכת עם זיכרון והיא .  אינה ליניארית=⋅−+

 .מקוםקבועה ב

}המערכת  .ד } 1)y,x(f)y,x(fH זו מערכת חסרת זיכרון .  למרבה ההפתעה אינה ליניארית=+

 .הקבועה במקום

}המערכת  .ה } { })y,x(fLog)y,x(fH זו מערכת חסרת זיכרון הקבועה .  אינה ליניארית=

 .במקום

}המערכת  .ו } { })y,x(fLog)y,x(g)y,x(fH זו מערכת תלויית , בנוסף. אינה ליניארית=⋅

 .סרת זיכרוןמקום וח

 

)Yy,Xx(מימדית - המוזנת בפונקצית הלם דוHמערכת ליניארית  00 −−δ  מניבה במוצאה את

)פונקצית התגובה להלם  )00 Y,X,y,xh .התגובה להלם היא , במקרה הכללי של מערכת ליניארית

ולכן שני המשתנים (י מימד-מימדית יש מוצא דו-פונקציה בארבעה משתנים כיוון שלכל כניסה דו

)Y,X(מימדי של ההלם המוזן למערכת -ופונקציה זו עשויה להיות תלויית מקומו הדו, )הראשונים 00 . 

 

בהינתן ,  דהיינו.h, י תגובתה להלם"מסתבר כי כל מערכת ליניארית מאופיינית לחלוטין ע

)הפונקציה  )00 Y,X,y,xh ,מוצאה של המערכת  נוכל לקבוע מהוHתכונה זו רואים .  לכל כניסה שהיא

 י" ניתן לתיאור כצירוף ליניארי של פונקציות הלם עf(x,y)מתוך כך שכל אות 
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( ) ( )∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=
α β

ddy,x,f)y,x(f 

 

י האינטגרל הבא אשר זכה לשם " נתון עf(x,y)מתקבל מוצאה לאות , Hבשל ליניאריות המערכת 

 קונבולוציה

 

{ } ( ) ( )

( ) ( ){ }

( ) ( )∫ ∫ βαβα⋅βα=

=∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=

=











∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=

αβ

αβ

α β

dd,,y,xh,f

ddy,xH,f

ddy,x,fH)y,x(fH

 

 

  קבועה במקום צריך להתקיים כיHכאשר המערכת , על פי האמור לעיל

 

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )

( ) ( ) βα∫ ∫ βα−−⋅βα=−−

−−=βα∫ ∫ βα⋅−β−α=−−

⇒βα∫ ∫ βα⋅βα==

α β

α β

α β

dd,,Yy,Xxh,f)Yy,Xx(g.2

)Yy,Xx(gdd,,y,xhY,Xf)Yy,Xx(fH.1

dd,,y,xh,f)y,x(g)y,x(fH

0000

000000 

 

 והשוואת שתי המשוואות התחתונות מניבה לאחר אלגברה אלמנטרית

 

( ) ( )
( ) )y,x(h,,y,xh

Y,X,y,xh,,Yy,Xxh:Y&,X,,,y,x 000000
β−α−=βα⇒

+β+α=βα−−βα∀
 

 

משמעות תוצאה זו היא שהתגובה להלם אינה משנה את צורתה במקום אלא זזה באותו שיעור 

במקרה . תגובת ההלם היא פונקציה של שני משתנים בלבד, במקרה זה, לכן. ו זז ההלם  שהוזן למערכתב

 י הקשר"זה מוצא המערכת מתקבל ע

 

{ } ( ) ( )

( ) ( ) )y,x(h)y,x(fddy,xh,f

dd,,y,xh,f)y,x(fH

⊗=∫ ∫ βαβ−α−⋅βα=

=∫ ∫ βαβα⋅βα=

αβ

α β
 

 

 .וזוהי פעולת הקונבולוציה למקרה של נערכת קבועה במקום

 

 :ת התגובה להלם עבורםנתייחס למספר מקרים ונקבע א,  בהמשך לדוגמה הקודמת:2.2דוגמה 
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}ראינו כי המערכת  .א } )5y,2x(f3)y,x(f)y,x(fH .  ליניארית וקבועה במקום=+−+

5y,2x(3)y,x()y,x(h(י "תגובתה להלם נתונה ע +−δ+δ=. 

}המערכת  .ב } )5y,2x(f)y,x(g)y,x(f)y,x(fH . אך אינה קבועה במקום, ליניארית =+−+

5y,2x()y,x(g)y,x(),,y,x(h(י  "תגובתה להלם נתונה ע β−+α−−δ+β−α−δ=βα ,

)x(זו אינה פונקציה של ההפרשים , וכפי שאנו רואים α−ו - )y( β−בלבד . 

 

נובע כי על , בהתבסס על הנאמר קודם? כיצד מתבטאת מערכת חסרת זיכרון בתגובתה להלם

y,x()y,x(h),,y,x(h(תגובת ההלם להיות  β−α−δ=βα ,ואז 

 

{ } ( ) ( )

( ) ( ) )y,x(g)y,x(h)y,x(fddy,x()y,xh,f

dd,,y,xh,f)y,x(fH

==∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=

=∫ ∫ βαβα⋅βα=

α β

α β
 

 

במקרה של מערכת . י הכפלת הכניסה בסקלר כלשהו שעשוי להיות תלוי מקום"המוצא מתקבל ע, כלומר

 . של הכניסהhקבועה במקום וחסרת זיכרון  מקבלים כי המוצא הוא הכפלה בסקלר קבוע 

 

אם מתקיים כי ניתן לפרק את ) ספרבילית(מערכת ליניארית וקבועה במקום תיקרא פרידה  

y(h)x(h)y,x(h(מימדיות  - פונקציות חדמימדית למכפלה של שני-תגובת ההלם הדו , במקרה זה. =21

 י "מוצא המערכת נתון ע

 

{ } ( ) ( )

( ) ( )∫ ∫ βαβ−⋅βαα−=∫ ∫ βαβ−α−⋅βα=

=∫ ∫ βαβ−α−⋅βα=

α βα β

α β

dd)y(h,f)x(hdd)y(h)x(h,f

ddy,xh,f)y,x(fH

2121
 

 

ועל התוצאה , f(x,y)מימדית על כל שורה בפונקציה -ומשמעות תוצאה זו היא שיש לבצע קונבולוציה חד

  נקבל  פרידf אם גם האות .הפעם על כל עמודה, מימדית-שוב קונבולוציה חד

 

{ } ( )∫ ∫ ββ−⋅βαα−α=
α β

d)y(hfd)x(h)(f)y,x(fH 2211 

 

 . מדיותמי-בפועל בוצעו שתי קונבולוציות חדהדבר שופירוש 

 

כאשר .  זאת ניתן להוכיח לפי הגדרה–שרשור של מערכות ליניאריות מניב מערכת ליניארית  

ניתן להחליף את סדר פעולתן ללא גרימת שינוי במוצא המערכת , מדובר במערכות קבועות במקום

ונקשור אותה למכפלה , כשנדון במערכות דיסקרטיות עם תמך סופי, אנו נפגוש תכונה זו בהמשך. לתהכול

 .מתחלפת של מטריצות
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 מימדית ותכונותיה- התמרת פוריה דו2.2

 

 מימדית לפונקציות מעל הרצף מוגדרת באופן הבא-התמרת פוריה דו

 

( ) { } { }dxdy)vyux(2jexp)y,x(f)y,x(fFv,uF
x y
∫ ∫ +π−== 

 

 י"ההתמרה ההפוכה נתונה ע. ביים אופקי ואנכי הם תדרים מרחv - וuהמשתנים 

 

{ } ( ) { }dudv)vyux(2jexpv,uF)y,x(fF)y,x(f
u v

1 ∫ ∫ +π+⋅== − 

 

 -עבור אותות חסומי אנרגיה המצויים ב) קדימה ואחורה(מלכתחילה אנו מגדירים את ההתמרה 

2L ,ודה בהן ערך הפונקציה קופץ בנק, רציפויות מהסוג הראשון-ואיננו מרשים בפונקציות הנדונות אי

אפילו (הסיבה לכך היא שהמרחק בין שתי פונקציות זהות למעט סידרה . אחת לערך אחר ומיד חוזר

כך שבמרחב הפונקציות בו אנו פועלים הן , 0רציפויות מסוג זה הוא -של אי) אינסופית אך ברת מניה

 .נדמות זהות לכל דבר

 

ון רב בין התמרת פוריה ניכר דמי.  מתוארות מספר פונקציות בסיסיות והתמרתן2.1בטבלה 

מימדי כהרכב של - היא תיאור האות הדוF(u,v)משמעותה של הפונקציה . וזו הנדונה כאן, מימדית-החד

תמונה חלקה יחסית , לכן. F(u,v) מופיע באות הנדון בעוצמה (u,v)התדר המרחבי . תדרים מרחביים

 .ירים תתרכז התדרים גבוהיםותמונה מרובת מעברים מה, תורכב ממרכיבי תדר נמוכים בדרך כלל 

 

F(u,v)={ })y,x(fF f(x,y) 

1 ( )y,xδ 

( ){ }vYuX2jexp 00 +π− ( )00 Yy,Xx −−δ 

( )00 Vv,Uu −−δ ( ){ }00 yVxU2jexp +π 

( ){ }22 vuexp +π− ( ){ }22 yxexp +π− 

Sinc(u,v)=( )
uv

)vsin(usin4 ( )y,xrect=1 for 1y,x1 ≤≤− 

Sinc²(u,v) )y,x(rect)y,x(rect)y,x(tri ⊗= 

( )∑∑ −−δ
k j

ju,ku ( )∑∑ −−δ
k j

jy,kx 

 מימד והתמרת הפוריה שלהן- צמדים של פונקציות בדו– 2.1טבלה 
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מרבית תכונות . ן ללא הוכחהאמימדית מספר תכונות חשובות אשר נסקור כ-להתמרת פוריה הדו 

 .מימד-אלה מוכרות לנו מהתמרת פוריה בחד

 

חוזרים , ובביצוע ההתמרה ההפוכה, F(u,v) התמרה אחת ויחידה f(x,y)לכל פונקציה : יחידות .1

ת בכפוף לנאמר  כל זא.אין אובדן אינפורמציה בהתמרה קדימה או אחורה. לאותה פונקציה בדיוק

 . אנו פועליםקודם על מרחב הפונקציות בו

 

ולכן הפעלתה על צירוף ליניארי של תמונות זהה להפעלתה , התמרת פוריה היא ליניארית  :ליניאריות .2

 על כל תמונה בנפרד וצירוף ליניארי של התוצאות

 

{ } { } { })y,x(fF)y,x(fF)y,x(f)y,x(fF:f,f,, 212121 β+α=β+αβα∀ 

 

ה צמודה מניבה התמרה צמודה ומהופכת הפעלת התמרת פוריה על תמונ: התמרת תמונה צמודה .3

 דהיינו, בצירים

{ } { } )v,u(*F)y,x(*fF)v,u(F)y,x(fF −−=⇒= 

 

v,u(*F)v,u(F(מתכונה זו עולה שעבור תמונה ממשית מתקבל כי התמרת הפוריה מקיימת  −−=. 

 
 התמרת פוריה לתמונה עם היפוך צירים מניבה תוצאה הפוכת צירים: היפוך צירים .4

 
 

{ } { } )v,u(F)y,x(fF)v,u(F)y,x(fF −−=−−⇒= 

 
 

 

חשוב להבין כי . מימד-ההתמרה ניתנת ליישום בשני שלבים בהם פועלים בחד: ספרביליות ההתמרה .5

 לפי, ניתן לראות זאת ישירות מההגדרה.  עצמהf(x,y)תכונה זו לא מניחה דבר על התמונה 

 

( ) { } { }dxux2jexpdyvy2jexp)y,x(fv,uF
x y

π−∫











∫ π−= 

 

והינה מכפלת שתי ,  פרידהכאשר אות הכניסה פריד מתקבל כי ההתמרה אף היא, ל"בשל התכונה הנ

 מימדיות-התמרות פוריה חד

 

( ) { } { } )v(F)u(Fdyvy2jexp)y(fdxux2jexp)x(fv,uF 21
y

2
y

1 =











∫ π−












∫ π−= 
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תגובת התדר , h(x,y)י התגובה להלם " למערכת ליניארית קבועה במקום המאופיינת ע:תגובת הלם .6

אם למערכת כזו מוכנסת תמונה הרמונית  . H(u,v)=F{h(x,y)}י "של המערכת הליניארית נתונה ע

{ })yVxU(2jexp)y,x(f 00 +π= ,מוצא המערכת יהיה 

 

{ }

{ }

{ } { }

{ } )V,U(H)yVxU(2jexp

dd),(hVU(2jexp)yVxU(2jexp

dd),(h)V)y(U)x((2jexp

dd)y,x(h)VU(2jexp)y,x(g

0000

0000

00

00

⋅+π=

=β∫ ∫ αβαβ+απ−+π=

=β∫ ∫ αβαβ−+α−π=

=β∫ ∫ αβ−α−β+απ=

α β

α β

α β

 

 

. המוצא הינו אותו אות כשהוא מוכפל בתגובת התדר, משמעות תוצאה זו היא שלאות הכניסה המוצע

המוצא ממערכת ליניארית זהה , פיזיקלית פירוש הדבר שלכניסה הרמונית בתדר מרחבי מסוים

 . התאם לאופי המערכתבתדרו ומשנה רק את הפאזה והאמפליטודה ב

 

תניב התמרה מוקטנת ,  בשני הצירים בהתאמהb - וaתמונה מוגדלת ביחסים : הגדלה והקטנה .7

 ועם הכפלה בגורם קבוע, באותם יחסים

 

{ } { } ab
b
v,

a
uF

)by,ax(fF)v,u(F)y,x(fF








=⇒= 

 

 ואפנון במקום יוצר הזזה בתדר, הזזת תמונה גורמת לאיפנון בתדר: הזזה ואפנון .8

 

{ }
{ } ( ){ }

( ){ }{ } )Vv,Uu(F)y,x(fyVxU2jexpF
)v,u(FvYuX2jexp)Yy,Xx(fF

)y,x(fF)v,u(F

0000

0000
−−=+π⇒
⋅+π=−−⇒

=
 

 

 , דהיינו,   קונבולוציה במקום מומרת להיות מכפלה בתדר:משפט הקונבולוציה .9

 

{ }
{ } { } )v,u(F)v,u(F)y,x(f)y,x(fF

)y,x(fF)v,u(F
)y,x(fF)v,u(F

2121
22

11 =⊗




=
=

 

 

 לפי הקשר , מימדיים במקום מותמרת לקונבולוציה בתדר-מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה

 

{ }
{ } { } )v,u(F)v,u(F)y,x(f)y,x(fF

)y,x(fF)v,u(F
)y,x(fF)v,u(F

2121
22

11 ⊗=




=
=
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  המוגדרת באופן הבא,מקוםמימדיים ב-  קורלציה בין שני אותות דו:משפט הקורלציה .10

 

β∫ ∫ α+β+αβα=
α β

dd)y,x(f),(f)y,x(f*)y,x(f 2121 

 

 מומרת להיות מכפלה בתדר עם היפוך קואורדינטות 

 

{ }
{ } { } )v,u(F)v,u(F)y,x(f)y,x(fF

)y,x(fF)v,u(F
)y,x(fF)v,u(F

2121
22

11 −−=∗




=
=

 

 

 .לקורלציה בתדרמימדיים במקום עם היפוך צירים מותמרת -מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה

 

, יא בעלת אותו ערך בתדר ובמישור המקוםמכפלה פנימית בין שתי תמונות ה: שימור מכפלה פנימית .11

 דהיינו

 

{ } { }

∫ ∫==

∫ =∫=⇒

==

u v

*
2121

x y

*
2121

2211

dudv)v,u(F)v,u(F)v,u(F),v,u(F

dxdy)y,x(f)y,x(f)y,x(f),y,x(f

)y,x(fF)v,u(F,)y,x(fF)v,u(F

 

 

 כמקרה פרטי של תכונה זו מקבלים את משפט פרסבל לפיו האנרגיה של האות זהה במקום ובתדר

 

{ } ∫ ∫∫ =∫⇒=
u v

2

x y

2 dudv)v,u(Fdxdy)y,x(f)y,x(fF)v,u(F 

 

ת תשובה מסוימ? מדוע התמרת פוריה חשובה כל כך בדיון במערכות ליניאריות קבועות במקום 

 ניתן להתייחס f(x,y)בהינתן תמונה .  בהתייחס לתגובת התדר6ובעיקר תכונה , ל"לכך נרמזה בתכונות הנ

. (x,y)בכל מקום ) של דיראק(אליה כפונקציה הפרוסה על פני הבסיס הטריוויאלי של פונקציות דלתה 

התמרת פוריה . 2L -קבוצה זו של פונקציות מהווה בסיס אורתונורמלי הפורס את מרחב הפונקציות ב

 –מציעה החלפת בסיס זה בקבוצת פונקציות אורתונורמליות אחרות הפורסות את מרחב הפונקציות 
יתרונו המשמעותי של הבסיס החדש הוא היותו עצמי למערכת ליניארית קבועה . הפונקציות ההרמוניות

על מנת לתאר את פעולת המערכת הוא לתאר כל שעלינו לעשות , פירוש הדבר שבייצוג החדש. במקום

ל "ההסבר הנ. וזו בדיוק פונקצית תגובת התדר אותה פגשנו, כל פונקציה הרמונית כזו" מוגברת"כיצד 

ל יינתן בדיון "יותר של התכונה הנ" נעים"הסבר . נשען על תחום במתמטיקה הקרוי אנליזה פונקציונלית

 . הקלה יותר להבנה,  לאלגברה ליניאריתואז נקשור את הדברים, באותות דיסקרטיים
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  אותות דיסקרטיים–מימד - מערכות ליניאריות בדו2.3

 

כל , בעקרון. f[n,m] לאות דיסקרטי f(x,y)י דגימה עברנו מאות מעל הרצף "כבר ראינו כי ע 

 .דבריםנחזור לפיכך בקצרה על עיקרי ה. שאמרנו בתחילת פרק זה תקף גם כאן עם שינוי סימון מתאימים

 

}י "אנו מגדירים את מוצא המערכת ע, H המוזן למערכת ,f[m,n]לאות  }]n,m[fH]n,m[g = .

}ם "מערכת ליניארית אמ } { } { }]n,m[fH]n,m[fH]n,m[f]n,m[fH 2121 β+α=β+α . מערכת ליניארית

Hמימדית - המוזנת בפונקצית הלם דו]Nn,Mm[ 00 −−δ מניבה במוצאה את פונקצית התגובה להלם 

]N,M,n,m[h . במקום השיא ואפס אחרת' 1'פונקצית דלתה כאן פירושה , בניגוד למקרה הרציף. 00

י ייצוגה של התמונה "זאת רואים ע. י תגובתה להלם" עןמאופיינת לחלוטידיסקרטית מערכת ליניארית 

 כצירוף ליניארי ממושקל של פונקציות הלם דיסקרטיות

  

∑ ∑ −−δ⋅=
k j

]jn,km[]j,k[f]n,m[f 

 

 י הסכום" נתון עf[m,n]מתקבל מוצאה לאות , Hיאריות המערכת ובשל לינ

 

{ } ∑∑=











∑∑ −−δ=

k jk j
]j,k,n,m[h]j,k[f]jn,km[]j,k[fH]n,m[fH 

 

,  קבועה במקום צריך להתקיים כי התגובה להלם היא פונקציה שאינה תלויית מקוםHכאשר המערכת 

jn,km[h]j,k,n,m[h[ולכן היא פונקציה של שני משתנים בלבד  מוצא המערכת במקרה זה נתון . =−−

}י"ע } ]n,m[h]n,m[f]jn,km[h]j,k[f]n,m[fH
k j

⊗∑∑ וזוהי פעולת הקונבולוציה למקרה של   =−−=

 .ערכת קבועה במקוםמ

 

נניח לצורך פשטות קונבולוציה בין . מימדית דרך דוגמה-נדגים כיצד מיושמת קונבולוציה דו: 2.3דוגמה 

 :שני האותות הבאים

 



 ≤≤

=


 ≤≤−

=
Otherwise0

1n,m01
]n,m[f,

Otherwise0
1n,m11

]n,m[f 21 

]n,m[g]n,m[f]n,m[f]jn,km[f]j,k[f 21
k j

21 =⊗∑∑ =−− 

 

גביה ציור של -ועל,  כמות שהיא1fי ציור הפונקציה "ה להיעשות באופן גרפי על יכול"הפעולה הנ

ערכו של המוצא . גודל ההזזה קובע את מיקום המוצא. כשהיא מהופכת בשני ציריה ומוזזת2fהפונקציה 
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 g[0,2] - וg[0,0]כדי חישובם של , למשל. י סיכום של מכפלות בין שני האותות המצויירים"נקבע ע

 בגישה אלגברית נקבל. 2.1מתואר בציור 

 

41111]1,1[f]1,1[f]0,1[f]0,1[f]1,1[f]1,1[f
]1,0[f]1,0[f]0,0[f]0,0[f]1,0[f]1,0[f

]1,1[f]1,1[f]0,1[f]0,1[f]1,1[f]1,1[f

]j0,k0[f]j,k[f]0,0[g

212121

212121

212121

k j
21

=+++=−−+−+−−
+−++−
+−−+−+−−=

∑∑ =−−=

 

 

 .g[0,2]=2, ובאופן דומה

 

מערכת חסרת . g[m,n]=f[m,n]h[m,n]י הקשר "מערכת ליניארית חסרת זיכרון תאופיין ע

ל מערכת דו מימדית פירושה כי ספרביליות ש. זיכרון וקבועה במקום תהיה פשוט הכפלת הכניסה בקבוע

n[h]m[h]n,m[h[מתקיים  21= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .2.1נעשה זאת בתאימות לדוגמה . נציג מספר מערכות דיסקרטיות ונדון בתכונותיהן: 2.4דוגמה 

}המערכת  .א } ]5n,2m[f3]n,m[f]n,m[fH זוהי מערכת .  היא מערכת ליניארית=+−+

5n,2m[3]n,m[]n,m[h[הלם היא תגובתה ל. עם זיכרון, קבועה במקום +−δ+δ=. 

} המערכת  .ב } ]5n,2m[f]n,m[g]n,m[f]n,m[fH )  קבוע וידוע מראשg[m,n] עבור(=+−+

תגובתה להלם היא . וגם לה יש זיכרון, זו מערכת שאינה קבועה במקום. היא ליניארית

]5n,2m[]n,m[g]n,m[]n,m[h +−δ+δ=. 

}המערכת  .ג } ]5n,2m[f]n,m[f]n,m[fH רון והיא זו מערכת עם זיכ.  אינה ליניארית=⋅−+

 .ה במקוםקבוע

 :מפתח

]n,m[f
]n,m[f

2

1
 

.  קונבולוציה בין שני אותות דיסקרטיים בדרך גרפית– 2.1ציור 
 )שמאל (g[0,2]=2 -ו )ימין( g[0,0]=4חישובם של  

n 

m 

n 

m 
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}המערכת  .א } 1]n,m[f]n,m[fH זו מערכת חסרת זיכרון הקבועה .  אינה ליניארית=+

 .במקום

}המערכת  .ב } { }]n,m[fLog]n,m[fH זו מערכת חסרת זיכרון הקבועה .  אינה ליניארית=

 .במקום

}המערכת  .ג } { }]n,m[fLog]n,m[g]n,m[fH זו מערכת תלויית , בנוסף. אינה ליניארית=⋅

 .מקום וחסרת זיכרון

}המערכת  .ד } ]5.0n,5.0m[f]n,m[fH כי אין משמעות להזזה בחצי ,  אינה מוגדרת כלל=++

 .מרווח דגימה באותות דיסקרטיים

 

. יאם תגובתה להלם בעלת תמך סופ )FIR )Finite Impulse Responseמערכת תוגדר כמערכת 

רת מוגד FIRמערכת שאינה . עיית יציבות בשל היותן עם אפסים בלבדלמערכות כאלה לא קיימת ב

בעיית ת בים ולכן מתעורר כוללת גם קטIIRמערכת . )IIR )Infinite Impulse Responseכמערכת 

-הרי שבדו, י פקטוריזציה של פולינום"בעוד שבמערכות במימד אחד ניתן לחשב את הקטבים ע. יציבות

ולריים  מאוד פופFIRמסנני בשל כך , כפי שאנו נראה. והדבר מציב בעיה קשה, י אפשרימימד זה בלת

 .דירים יותר נ IIRמסנני בעוד ש, בתמונות

 

 

  התמרת פוריה דיסקרטית ותכונותיה2.4

 

 במרווח יחידה בשני י פעולת דגימה" עf[m,n]  נוצר האות הדיסקרטי f(x,y)נניח כי מתוך האות  

 לכן. מימדי-י הכפלת התמונה הרציפה במסרק הלמים דו"מה זו התקבלה ענניח בנוסף כי דגי. הצירים

 

( )∑∑ −−δ⋅=
m n

yn,xm)y,x(f]n,m[f~ 

 

. tilde - הסימון השונה עם הןולכ, ה של ערך הפונקציהית דלתה בגובכל דגימה היא פונקצ, הלפי רישום ז

 התמרת פוריה הרציפה על אות זה תיתן 

 

{ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ){ }∑∑ +−=

∑ =∑ +−−−δ∫∫=

∫ ∑ =∑ +−−−δ∫=

m n

m n yx

y m nx

vnumjexp]n,m[f

dxdyvyuxjexpny,xm)n,m(f

dxdyvyuxjexpny,xm)y,x(f]n,m[f~F

 

 

 מוגדרת באופן הבא f[m,n] מימדית לפונקציות דיסקרטיות-התמרת פוריה דו, ס זהעל בסי
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( ) { } { }∑∑ θ+θ−==θθ
m n

21D21 )nm(jexp]n,m[f]n,m[fF,F 

 

. כפי שקיבלנו גם עבור המקרה הרציף,  הם תדרים מרחביים אופקי ואנכי2θ - ו1θהמשתנים 

],[ תדרים אלו בתחום  בעוד שבמקרה הרציף נעו–עם זאת קיים הבדל אחד מהותי  הרי שהפעם , ∞−∞+

],[תדרים אלו מצויים בתחום  π+π− ,ההתמרה . מתקיימת מחזוריות, ולכל ערך מחוץ לתחום זה

 י"ההפוכה נתונה ע

 

( ){ } ( ) { }∫ θθθ+θ+⋅θθ∫
π

=θθ=
π

π−

π

π−

−
212121221

1
D dd)nm(jexp,F

4
1,FF]n,m[f 

 

ההגדרות שניתנו ין הגדרות אלו ובין ב הקייםקשר  על הנרחיבכשנדון במשפט הדגימה אנו 

הנדונה  פוריההלכל התכונות שהצגנו בסעיף קודם יש תואם בהתמרת . להתמרת פוריה לאותות רציפים

בתכונת הדיון  בחרנו להשמיט את .ו בקצרהנעבור על תכונות אל. יםדיסקרטיכאן לאותות 

 .שבה לא מתקיימת דואליות פשוטהכיוון , הגדלה\ההקטנה

 

F),(ה ד התמרה אחת ויחיf[m,n]לכל פונקציה : יחידות .1 21 θθ ,רים חוז, ובביצוע ההתמרה ההפוכה

 צריך להיזהר ולומר כי .אין אובדן אינפורמציה בהתמרה קדימה או אחורה. לאותה פונקציה בדיוק

ולכן ,  אשר לאחר פעולת הדגימה הן זהותy,x(f2( - וf1)y,x(נות  שתי פונקציות שותיתכנה

  כשנדון בדגימת אותות,בהמשךתופעה זו נכיר אנו . יםהתמרת הפוריה על האותות הדגומים יהיו זה

 .מימדיים-דו

 

ולכן הפעלתה על צירוף ליניארי של תמונות זהה להפעלתה , התמרת פוריה היא ליניארית  :ליניאריות .2

 על כל תמונה בנפרד וצירוף ליניארי של התוצאות

 

{ } { } { }]n,m[fF]n,m[fF]n,m[fm[fF 2D1D21D β+α=β+α 

 

מרת פוריה על תמונה צמודה מניבה התמרה צמודה ומהופכת הפעלת הת: התמרת תמונה צמודה .3

 דהיינו, בצירים

 

{ } { } ),(*F]n,m[*fF),(F]n,m[fF 21D21D θ−θ−=⇒θθ= 

 

F),(F*),(עבור תמונה ממשית מתקבל כי התמרת הפוריה מקיימת , ולכן 2121 θ−θ−=θθ. 

 
 התמרת פוריה לתמונה עם היפוך צירים מניבה תוצאה הפוכת צירים: היפוך צירים .4

 
 

{ } { } ),(F]n,m[fF),(F]n,m[fF 2121 θ−θ−=−−⇒θθ= 
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תכונה , כמקודם. מימד-ההתמרה ניתנת ליישום בשני שלבים בהם פועלים בחד: ספרביליות ההתמרה .5

 לפי, ניתן לראות זאת ישירות מההגדרה.  עצמהf[m,n]זו לא מניחה דבר על התמונה 

 

( ) { } { }∑ θ−







∑ θ−=θθ

n
2

m
121 njexpmjexp]n,m[f,F 

 

והינה מכפלת שתי ,  כי ההתמרה אף היא פרידהכאשר אות הכניסה פריד מתקבל, ל"בשל התכונה הנ

 מימדיות-התמרות פוריה חד

 

( ) { } { }







∑ θ−








∑ θ−=θθ

n
22

m
1121 njexp]n[fmjexp]m[f,F 

 

, h[m,n]י התגובה להלם "קבועה במקום המאופיינת עדיסקרטית  למערכת ליניארית :תגובת הלם .6

) י"תגובת התדר של המערכת הליניארית נתונה ע ) { }]n,m[hF,H D21 =θθ . אם למערכת כזו

}ת  מוכנסת תמונה הרמוני })nVmU(jexp]n,m[f 00  מוצא המערכת יהיה, =+

 

{ } { } )V,U(H)mVmU(jexp)V)in(U)km((jexp]i,k[h]n,m[g 0000
k i

00 ⋅+=∑ ∑ −+−= 

 

. המוצא הינו אותו אות כשהוא מוכפל בתגובת התדר, משמעות תוצאה זו היא שלאות הכניסה המוצע

המוצא ממערכת ליניארית זהה , פיזיקלית פירוש הדבר שלכניסה הרמונית בתדר מרחבי מסוים

 . האמפליטודה בהתאם לאופי המערכתאזה ובתדרו ומשנה רק את הפ

 

 ואפנון במקום יוצר הזזה בתדר, הזזת תמונה גורמת לאיפנון בתדר: הזזה ואפנון .7

 

{ }
{ } ( ){ }

( ){ }{ } )V,U(F]n,m[fnVmU2jexpF
),(FMMjexp)Nn,Mm(fF

]n,m[fF),(F

010100D

21020100D

D21

−θ−θ=+π⇒
θθ⋅θ+θ=−−⇒

=θθ
 

 

 , דהיינו,   קונבולוציה במקום מומרת להיות מכפלה בתדר:משפט הקונבולוציה .8

 

{ }
{ } { } ),(F),(F]n,m[f]n,m[fF

]n,m[fF),(F
]n,m[fF),(F

21221121
2212

1211 θθθθ=⊗




=θθ
=θθ

 

 

 לפי הקשר , מימדיים במקום מותמרת לקונבולוציה בתדר-מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה
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{ }
{ } { } ),(F),(F

4
1]n,m[f]n,m[fF

]n,m[fF),(F
]n,m[fF),(F

212211221
2212

1211 θθ⊗θθ
π

=




=θθ
=θθ

 

 

 מימדיים במקום המוגדרת באופן הבא-ותות דו  קורלציה בין שני א:משפט הקורלציה .9

 

∑∑ ++=
k j

2121 ]jn,km[f]j,k[f]n,m[f*]n,m[f 

 

 מומרת להיות מכפלה בתדר עם היפוך קואורדינטות 

 

{ }
{ } { } ),(F),(F]n,m[f*]n,m[fF

]n,m[fF),(F
]n,m[fF),(F

21221121
2212

1211 θ−θ−θθ=




=θθ
=θθ

 

 

 .קורלציה בתדרהיפוך צירים מותמרת למימדיים במקום עם -מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה

 

, ין שתי תמונות היא בעלת אותו ערך בתדר ובמישור המקוםמכפלה פנימית ב: שימור מכפלה פנימית .10

 דהיינו

 

{ } { }

2121
*
22112212211

m n
2121

2D2121D211

dd),(F),(F
4

1),(F),,(F

]n,m[f]n,m[f]n,m[f],n,m[f
]n,m[fF),(F,]n,m[fF),(F

θθθθθθ∫∫
π

=θθθθ=

∑∑ ==⇒

=θθ=θθ

π

π−

π

π−

 

 

 כמקרה פרטי של תכונה זו מקבלים את משפט פרסבל לפיו האנרגיה של האות זהה במקום ובתדר

 

{ } 21
2

2112m n

2
D21 dd),(F

4
1]n,m[f]n,m[fF),(F θθθθ∫∫
π

=∑∑⇒=θθ
π

π−

π

π−
 

 

F),(הפונקציה ,  כפי שכבר אמרנו קודם:מחזוריות .11 21 θθזורית ב מח- π2ולכן , בכל אחד מציריה

]בריבוע  רק וערכיה מעניינים אותנ ] [ ]π+π−×π+π− ,, . 
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  אותות ומערכות ליניאריות בתמך סופי2.5

 

נניח כעת כי . אך לא הגבלנו את תמך התמונה, [m,n]עד כה עסקנו באותות מעל השריג הדגום 

 ומוגדרת מעל השריג f[m,n] -התמונה עליה רצוננו לפעול נתונה לנו כ

{ }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω הכולל NM נניח כי נתונה לנו מערכת .  נקודות בדיוק

 י "מוצא המערכת נתון ע. h[m,n,k,j]י התגובה להלם " המאופיינת עHליניארית דיסקרטית 

 

{ } ∑∑==
k j

]j,k,n,m[h]j,k[f]n,m[fH]n,m[g 

 

,  כולל כמות סופית של דגימותf[m,n]כיוון שהאות . עד כאן לא ראינו כל שוני ביחס לנאמר בסעיף קודם

י שרשור השורות או שרשור העמודות "זאת נוכל לעשות בין היתר גם ע. MNנוכל לסדרו כוקטור באורך 

י " עפ(lexicographic ordering) או סידור לקסיקוגרפי column/row stackתהליך זה קרוי . בזו אחר זו

 . ממחיש תהליך סידור זה2.2ציור . עמודות\שורות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ) למעלה( סידור לקסיקוגרפי מבוסס שורות – 2.2ציור 

}לתמך ) למטה(ועמודות  }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω 

1        2        3        4 

5        6        7       8 

  9       10     11       12 

     13      14     15       16 

1        5        9       13 

2        6       10      14 

  3        7       11      15 

      4       8        12      16 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10
11
12
13
14
15
16

m 

n 

 המרה לפי
1Mnmi ++= 

 

 המרה לפי
Nm1ni ++=

 

i 
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לת לעשות שימוש בכלים היתרון הגדול בדיון על תמונות דיסקרטיות עם תמך סופי הוא היכו 

אשר כזכור  (Hכל מערכת ליניארית : נטען כאת את הטענה הבאה. כפי שנראה מיד, מאלגברה ליניארית

בהינתן תמונת כניסה בגודל . ניתנת לתיאור כמטריצה) h[m,n,k,j]י תגובתה להלם "מאופיינת ע

11 NM על תמונה זו מופעלת מערכת ליניארית ומוצאה היא . 11NMמומרת תמונה זו לוקטור בגודל , ×

22תמונה בגודל  NM המטריצה המתארת את פעולת המערכת . 22NMהמומרת לוקטור בגודל , ×

י תגובת "חד ערכי ע- מטריצה זו נקבע באופן חדתוכן.  עמודות11NM - שורות ו22NMתהיה בגודל של 

י מטריצה אינו חדש ונדון כבר באותות "רעיון זה של ייצוגה של מערכת ליניארית ע. ההלם של המערכת

 .מימדיים-כאן נרחיב את הדיון לאותות דו. מימדיים-ומערכות חד

 

 את התמונה לאחר הסידור f-אם נסמן ב! טענה זו אינה כה דרמטית כפי שהיא נשמעת

fg יוצרת וקטור חדש שיסומן fHהמכפלה ,  את מטריצת המערכתH-וב, הלקסיקוגרפי H= . דבר

ושתיהן , כששתיהן בגדלים הנכונים, ראשון בו נבחין הוא שלמערכת נכנסה תמונה ויצאה תמונה

 H מהמטריצה i - בנוי כמכפלה של השורה הg  בוקטור i -האיבר ה. פימסודרות בסידור לקסיקוגר

 לפי, fבוקטור 

 

∑=
=

11NM

1k
kk,ii fg H 

 

מה . ובכך בפועל מתקבל שכל פיקסל בתמונת המוצא הוא צירוף ליניארי של פיקסלים מתמונת הכניסה

 . נענה על שאלה זו דרך דוגמה בסיסית? כיצד נקבע אותו? Hבאשר לתוכן של המטריצה 

 

 מעל השריג g[m,n] - וf[m,n]נניח כי  אנו עוסקים בתמונות : 2.5דוגמה 

{ }1n0,1m0|]n,m[ ≤≤≤≤=Ω) ונניח אופרטור כללי  ).  פיקסלים2 על 2תמונות של , כלומר 

 

{ } ∑∑==
k j

]j,k,n,m[h]j,k[f]n,m[fH]n,m[g 

 

.  נמחיש תחילה כיצד תיראה השורה הראשונה.קוגרפי לפי עמודותנניח כי אנו עוסקים בסידור לקסי

 ל מתקבל"לפי הקשר הנ. g[m,n] של [0,0] -שורה זו בונה את האיבר ה
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]1,1,0,0[h]1,1[f]1,0,0,0[h]1,0[f]0,1,0,0[h]0,1[f]0,0,0,0[h]0,0[f

]j,k,0,0[h]j,k[f]0,0[g
k j

 

 

  בכללה נותנת את הקשר הבאHלא קשה להשתכנע שהמטריצה 

 





































=



















]1,1[f
]1,0[f
]0,1[f
]0,0[f

]1,1,1,1[h]1,0,1,1[h]0,1,1,1[h]0,0,1,1[h
]1,1,1,0[h]1,0,1,0[h]0,1,1,0[h]0,0,1,0[h
]1,1,0,1[h]1,0,0,1[h]0,1,0,1[h]0,0,0,1[h
]1,1,0,0[h]1,0,0,0[h]0,1,0,0[h]0,0,0,0[h
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בו יש שישה ערכי , מונת המוצא אנו רוצים לקבל מעל תמך שונהנניח כעת כי את ת, כהמשך של דוגמה זו

} -מוצא במקום ארבעה  }1n0,2m0|]n,m[g ≤≤≤≤=Ω .ל תיתן"חזרה על התהליך הנ 
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]1,1,0,2[h]1,0,0,2[h]0,1,0,2[h]0,0,0,2[h
]1,1,0,1[h]1,0,0,1[h]0,1,0,1[h]0,0,0,1[h

]1,1,0,0[h]1,0,0,0[h]0,1,0,0[h]0,0,0,0[h
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 .כשניתן לראות כי ארבע מהשורות במשוואה מטריצית זו חוזרות בדיוק על קשרים מהמשוואה הקודמת

 

 קבועים [m,n] עבור H[m,n,k,j]. גם ברור מה יקרה בתמונות גדולות יותרל "מתוך הדוגמה הנ

מספרה של שורה זו יהיה במקרה הכללי .  במוצא[m,n] -ימלאו את השורה המתייחסת לאיבר ה

Mn1mi הערכים בתוך השורה יסודרו לפי הסידור הלקסיקוגרפי של האינדקסים של תמונת . =++

 . הכניסה

 

נניח כי נתונות לנו שתי . ל היא נושא הצירוף בין מערכות"ה מעניינת שנובעת מהתיאור הנתכונ 

הפעלת שתי . 2H - ו1H) בתיאור מטריצי שלהן ולגודל זהה של תמונת כניסה ומוצא(מערכות ליניאריות 

 המערכות על אותה כניסה וסיכום המוצאים ייתן

 

[ ]fffggfg,fg 2121212211 HHHHHΗ +=+=+⇒== 
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זה לא מפתיע כי סיכום המערכות כמוהו . כך שסיכום מוצאי המערכות כרוך בעצם בסיכום המטריצות

 . כמו סיכום פונקציות התגובה להלם בשל הליניאריות

 

מערכות שתמונת הכניסה באותו גודל של תמונת , דהיינו, עבור מערכות ריבועיות, באופן דומה

  המערכות בזו אחר זו נותןשרשור, היציאה

 

fgg,fg 1212211 HHHΗ === 

 

. והפעם קיבלנו כי יש להכפיל את המטריצות זו בזו כדי לקבל מערכת אפקטיבית אחת עם אותה פעולה

כלומר , כ לא מתחלפות במכפלה"תכונה ידועה באלגברה ליניארית היא שמטריצות ריבועיות בד

1221 HHHΗ תרגמת לכך שלא ניתן במקרה הכללי להחליף סדר הפעלתן של מערכות אמירה זו מי. ≠

הזכרנו קודם כי מערכות ליניאריות קבועות , עם זאת.  החלפה כזו צפויה לתת תוצאה שונה–ליניאריות 

זה מעורר את השאלה מה מיוחד במטריצות המייצגות . במקום ניתנות להחלפה ללא פגיעה בתוצאה

-h[m,n,k,j]=h[m-k,nמערכת קבועה במקום מאופיינת בקשר , כזכור? קוםמערכת ליניארית קבועה במ

j] .נחזור לדוגמה הקודמת ונראה כיצד נראית מטריצה זו לתמונה קטנה. 

 

נניח כעת שהמערכת קבועה במקום ולכן מתקיים הקשר שהוזכר , 2.5 בהמשך לדוגמה :2.6דוגמה 

) לקלט ופלט מעל אותו תמך(מטריצה שהתקבלה הצבת תכונה זו ב. h[m,n,k,j]=h[m-k,n-j]:  למעלה

 תיתן את המטריצה הבאה
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 : נקבל2.5עבור החלק השני של דוגמה 
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,  במקרה הראשון2 על 2ל ניכר אם מסתכלים על ארבעת חלקיה בגודל "הייחוד במטריצות הנ

בו ערכי האיברים , בלוק כזה הוא בעל מבנה טופליץ-כל תת. במקרה השני 2על ) שורות (3ובלוקים בגודל 

המטריצה אותה קיבלנו בדוגמה היא בעלת מבנה . 2.3כמתואר בציור , על האלכסונים הראשיים זהים

הבלוקים , ואם בנוסף, מבנה זה מתקבל אם כל בלוק במטריצה מהווה מטריצת טופליץ. טופליץ-בלוק

 ). שלאורך אלכסונים ראשיים הבלוקים זהים(פליץ עצמם ערוכים בצורת טו

 

אנו צפויים לקבל כי מערכת ליניארית קבועה במקום הפועלת על תמונה בגודל , במקרה הכללי

11 NM 22 ומניבה תמונה בגודל × NM .  עמודות11NM שורות על 22NMתתואר כמטריצה בגודל  ×

12 -מטריצה זו תחולק ל NN 12בלוקים כשכל אחד בגודל  × MM והסדר ביניהם ,  ובעל מבנה טופליץ×

 .הוא כשל מבנה טופליץ

 

 



























afghi
bafgh
cbafg
dcbaf
edcba

 

 

 

 

 

 בעלת מבנה בלוק המטריצה המתארת מערכת ליניארית קבועה במקום הינה: לסיכום ביניים

נראה זאת דרך .  התשובה היא לצערנו עדיין לא–האם מבנה זה מספק את תכונת ההחלפה . טופליץ

 .הדוגמה הבאה

 

 .ניקח שתי מטריצות טופליץ ונכפול אותן זו בזו בשני הכיוונים: 2.7דוגמה 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 25 ערכים מאפיינים את כל 9רק . 5 על 5 מבנה כללי של מטריצת טופליץ בגודל – 2.3ציור 
הרי , ל הוא עצמו מטריצת טופליץ"אם כל איבר במטריצה הנ. כניסותיה של המטריצה

 .טופליץ-שהמבנה המתקבל הוא מבנה של מטריצת בלוק

3.0    1.0    0.8    0.0 
1.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    1.0    3.0    1.0 
0.0    0.8    1.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
1.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    1.0    2.0    1.0 
0.0    0.5    1.0    2.0 

7.4    5.8    4.1    1.3 
5.5    8.4    6.3    4.1 
4.1    6.3    8.4    5.5 
1.3    4.1    5.8    7.4 

= 

3.0    1.0    0.8    0.0 
1.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    1.0    3.0    1.0 
0.0    0.8    1.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
1.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    1.0    2.0    1.0 
0.0    0.5    1.0    2.0 

7.4    5.5    4.1    1.3 
5.8    8.4    6.3    4.1 
4.1    6.3    8.4    5.8 
1.3    4.1    5.5    7.4 

= 
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ומדוע לא , נובע שינוי זהבהמשך נבין מהיכן . המכפלה קרובה מאוד אך לא זהה, כפי שאנו רואים

 . התקבלה יכולת החלפה כמקובל באותות בעלי תמך אינסופי

 

במקרה זה . ונדון כעת במקרה בו המערכת הליניארית פרידה, נמשיך בקו אותו בנינו עד כה

n[h]m[h]n,m[h[מתקיים  נחזור שוב על הדוגמה הנדונה ונראה כיצד משתנה המטריצה במקרה . =21

 .זה

 

 המטריצה תהיה.  נניח כעת שהמערכת גם פרידה, )החלק הראשון (2.6 בהמשך לדוגמה :2.8ה דוגמ
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 בין שתי מטריצות (Kronecker)קשה לראות זאת אך ישנה כאן מכפלת קרונקר ? ל"מה מיוחד במבנה הנ

  בצורה2 על 2בגודל 
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 עבור החלק השני של הדוגמה יתקבל, באופן דומה
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 ).יש לשים לב ולהיזהר מכך שבחרנו באותו סימון לקונבולוציה ולמכפלת קרונקר(

 

אנו צפויים לקבל כי מערכת ליניארית קבועה במקום ופרידה הפועלת על תמונה , במקרה הכללי

11בגודל  NM 22 ומניבה תמונה בגודל × NM  11NM שורות על 22NMתתואר כמטריצה בגודל  ×

12כמכפלת קרונקר של מטריצות בגודל מטריצה זו תיבנה . עמודות NN 12 - ו× MM  כשכל אחת מהן ×

 .בשל דרך בנייתה, ברור כי למטריצה הכוללת יהיה מבנה בלוק טופליץ. בעלת מבנה טופליץ

 

שה הרי שקונבולוציה עם תגובת הלם פרידה פירו, אם נחזור ליסודות. ל אינו מקרי"הפירוק הנ

 הקשר הבא

 

{ } ∑ −∑−∑ =−−∑==
k

2
j

1
k j

]jn[h]j,k[f]km[h]jn,km[h]j,k[f]n,m[fH]n,m[g 

 
כיצד תכונה זו באה לידי ביטוי . וכבר נאמר בפרק זה כי קשר זה משמעו פעולה נפרדת על עמודות ושורות

 .נמחיש כיצד הדבר פועל, שוב דרך דוגמה, ובכן? בייצוג מטריצי

 

 על 2אותה כמטריצה בגודל והפעם נחזיק , f[m,n], ניקח את תמונת הכניסה מדוגמה קודמת: 2.9דוגמה 

 לפי, 2
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]1,1[f]0,1[f
]1,0[f]0,0[f

f 

 

, נניח כי רצוננו להפעיל את המערכת הליניארית הקבועה במקום ופרידה כפי שתואר בדוגמה הקודמת

, וניתן, הקשר הבא מתאר כיצד תפעל מערכת זו.  עמודות2 שורות על 3לשם יצירת תמונת מוצא בגודל 

 את נכונותה של המשוואהי פתיחת המכפלות לוודא "ע
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 ניתן לראות –מבצעת פעולת סינון שורות לתמונה ) 2 על 2בגודל (המטריצה כופלת את התמונה מצד ימין 

, באופן דומה. ואבחנה כי נוצרו צירופים ליניאריים של  פיקסלים באותה שורה, י פתיחת המכפלה"זאת ע

 .נון עמודותהמכפלה מצד שמאל מבצעת סי
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כשפלשה , עד כה.  נושא אחרון בו נדון במסגרת סעיף זה היא פעולת הקונבולוציה הציקלית 

כעת מציע גישה שונה הקרויה המשכה מחזורית . הנחנו כי מחוצה לו ישנם אפסים, תגובת ההלם מהתמך

}בהינתן תמונה המוגדרת על התמך . של התמונה }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω , נגדיר את

 :ערכיה בכל מקום במישור באופן הבא
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 −≤≤−≤≤

=
otherwiseNmodn,Mmodmf

1Nn0,1Mm0]n,m[f
]n,m[f 

 

 . 4 על 3 מתאר תהליך זה לתמונה בגודל 2.4ציור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ואנו מניחים כאן (ובין תגובת הלם ) לאחר המשכה מחזורית(פעולת הקונבולוציה בין תמונה כזו  

 י הביטוי הבא" עתתקבל, )מערכת לינארית קבועה במקום

 

∑ ∑ −−=
−

=

−
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1M
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c ]Nmod)jn(,Mmod)km[(h]j,k[f]n,m[g 

 

 נותנת שכפול לפי הקשר modהפעולה . הקרוי קונבולוציה ציקלית MM/mmMmodm ופעולת , =−

 -ה *עבור , כדוגמה.  היא פעולת הערך השלם הגדול ביותר מלמטה לערךm עד 0 בתחום M-1 , הערך

 mod M=M  ,-2 1-, לערכים שליליים. mod M=1, M mod M=0 (M+1), ן דומהבאופ. לא משתנה כלל

mod M=M-1 ,היא בפועל כופלת , כך יוצא שכאשר התגובה להלם פולשת מצד אחד של התמך. 'וכו

 כשהפעם אנו מבצעים קונבולוציה ציקלית, נחזור על דוגמאות קודמות. איברים מצידו האחר

 

לתמונה תמך , בדוגמה זו.  המשכה מחזורית של תמונה בתמך סופי– 2.4ציור 
פלת ההמשכה המחזורית משכ.  פיקסלים המתוארים ברקע בהיר4 על 3של 

 מבנה זה שוב ושוב על פני כל המישור
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} מעל תמך f[m,n]מונת כניסה  אנו מתייחסים לת:2.10דוגמה  }1n0,1m0|]n,m[ ≤≤≤≤=Ω ,

} מעל השריג g[m,n]ונתעניין בערכי המוצא   }1n0,2m0|]n,m[g ≤≤≤≤=Ω . נניח כי אנו עוסקים

שורה זו בונה את האיבר .  נמחיש תחילה כיצד תיראה השורה הראשונה.בסידור לקסיקוגרפי לפי עמודות

 ל מתקבל"לפי הקשר הנ. g[m,n] של [0,0] -ה
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  בכללה נותנת את הקשר הבאHוהמטריצה 
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המבנה אפילו יותר ייחודי מאשר , למעשה. כמקודם, גם הפעם למטריצה מבנה בלוק טופליץ, כפי שרואים

ורה ראשונה של ש, במבנה זה. (Block-Circulant) המבנה כעת בלוק סיבובי –בלוק טופליץ כללי 

 ממחיש 2.5ציור . ערך שנפלט ימינה נכנס משמאל. י סיבוב משמאל לימין"ע, המטריצה מכתיבה את כולה

י בלוקים שכל "סיבובי מתקבלת ע-מטריצה בעלת מבנה בלוק, גם הפעם. דרך בנייתה של מטריצה כזו

 .סיבובי-וסדר הבלוקים הוא בלוק, סיבובי-אחד מהם הוא בלוק

 

 במקרה זה מתקבל. כשאנו מניחים כי במערכת פרידה, דיון בדוגמהנמשיך את ה
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. מימדיות הינן סיבוביות בעצמן-והפעם יצא כי המטריצות הקטנות המתארות פעולות חד

הדוגמה הבאה ממחישה . ההחלפהסיבוביות מקיימות את תכונת -מטריצות סיבוביות או מטריצות בלוק

 .תכונה זו

 
 .ניקח שתי מטריצות סיבוביות ונכפול אותן זו בזו בשני הכיוונים: 2.11דוגמה 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

. מתקבל כי מטריצת התוצאה אף היא סיבובית, יתרה מכך. התוצאה זהה, כפי שאנו רואים

לית הינן יחדיו קונבולוציה עובדה זו מתלכדת עם כך ששרשור מערכות המתארות קונבולוציה ציק

 .ציקלית חדשה

 

 ) צד שמאל(אם בטופליץ . 5 על 5 מבנה כללי של מטריצה סיבובית בגודל – 2.5ציור 
 .  בלבד מאפיינים אותה5) צד ימין(הרי שהפעם ,   ערכים את המטריצה9איפיינו 

 הרי שהמבנה , סיבובית-ל הוא עצמו מטריצה בלוק"אם כל איבר במטריצה הנ
 .סיבובית-בל הוא מבנה של מטריצת בלוקהמתק



























aedcb
baedc
cbaed
dcbae
edcba

 



























afghi
bafgh
cbafg
dcbaf
edcba

 

3.0    1.0    0.8    0.0 
0.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    0.0    3.0    1.0 
1.0    0.8    0.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
0.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    0.0    2.0    1.0 
1.0    0.5    0.0    2.0 

6.4    5.0    4.1    1.3 
1.3    6.4    5.0    4.1 
4.1    6.3    6.4    5.0 
5.0    4.1    1.3    6.4 
 

= 

3.0    1.0    0.8    0.0 
0.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    0.0    3.0    1.0 
1.0    0.8    0.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
0.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    0.0    2.0    1.0 
1.0    0.5    0.0    2.0 

6.4    5.0    4.1    1.3 
1.3    6.4    5.0    4.1 
4.1    6.3    6.4    5.0 
5.0    4.1    1.3    6.4 

= 
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 לאותות בתמך סופי) DFT( התמרת פוריה דיסקרטית 2.6

 

נעבור כעת , וניוונה לטיפול באותות דיסקרטיים, כהמשך ישיר לתיאור התמרת הפוריה הרציפה 

 מעל f[m,n]נתונה לנו תמונה . לדון באותות דיסקרטיים בעלי תמך סופי

}התמך }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω .אותות שימוש ישיר בהגדרת התמרת פוריה ל

 מניבה, וניצול העובדה שהתמך סופי, דיסקרטיים

 

( ) { } ( ){ }∑ ∑ θ+θ−==θθ
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=

−

=
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21D21 nmjexp]n,m[f]n,m[fF,F 

  

 י "וההתמרה ההפוכה נתונה ע

( ){ } ( ) ( ){ } 212121221
1

D ddnmjexp,F
4

1,FF]n,m[f θθθ+θθθ∫∫
π

=θθ=
π

π−

π

π−

− 

 

נוצר כאן , אבל. זוהי חזרה על טיפול באותות דיסקרטיים ללא תמך סופי, ובכל הנאמר לעיל אין כל חדש

ברור כי אות דיסקרטי . ותות רציפים נוצרה התמרה רציפהלא, בתחילה: תהליך מעניין שניתן לניצול

, ואמנם. ולכן אך טבעי הוא שנקבל פישוט מה בהתמרת הפוריה שלו, מכיל פחות מידע מאות רציף

כך שעלינו להתעניין בה רק בריבוע , התמרת פוריה של אות דיסקרטי נמצאה להיות מחזורית

[ ] [ ]π+π−×π+π− על אותות דיסקרטיים בעלי תמך סופי שפירושו כי ישנם מספר עברנו לדבר , כעת. ,,

ההתמרה , עם זאת. ולכן גם את ההתמרה שלו, סופי וידוע של דגימות המגדירות לחלוטין את האות

]נותרה בינתיים כפונקציה רציפה מעל הריבוע  ] [ ]π+π−×π+π− אם נגדיר . וברור כי ישנו כאן בזבוז, ,,

. נראה כי אז שימרנו את עושרו של האות,  ערכים בלבד בתדרMN כך שיתקבלו את ההתמרה במקרה זה

  באופן הבא(Discrete Fourier Transform – DFT)מגדירים התמרת פוריה הדיסקרטית , ואמנם
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F),(ל בוחרת להתעניין בערכי "ההגדרה הנ 21 θθ רק בנקודות [ ]N2,Mk2 11 lπ=θπ=θ . כפי שניתן

]k,[לערכים , לראות lיוצא כי רק , כך שלעניינינו,  מחוץ לתחום התמך מתקבלת מחזוריותMN  ערכים 

 י "ההתמרה ההפוכה נתונה ע. מגדירים במלואה את ההתמרה
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 מקובל להשתמש בסימון DFT -כשדנים ב
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N . אז ההתמרה וההתמרה ההפוכה נתונות

 י"ע
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מסתבר כי ההתמרה המוצעת הינה ?  הערכים המוצעים מספיקים להגדרת ההתמרה MNמדוע 

 ברישום מטריצי מהצורה , דהיינו, )עד כדי קבוע(אורתונורמלית 
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י "נתון ע(היפוכה קיים ופשוט , לכן).  חסר הקבוע–שוב (ינה מטריצה יוניטרית מטריצת ההתמרה ה

מטריצה .  דגימות הכניסה באופן מלאMNערכי ההתמרה מתארים את  MN סידרת , לכן). שחלוף וצמוד

נקבל כי ,  מטריצה בלוק סיבוביתHאם , כלומר,  מלכסנת מטריצות בלוק סיבוביותMN על MNזו בגודל 

*WHWנניח כי , ובכן? מדוע זה מעניין.  היא מטריצה אלכסוניתH מייצגת מטריצת תגובה להלם של 

 fמוצא המערכת לתמונת כניסה , אזי. מערכת ליניארית וקבועה במקום הפועלת כקונבולוציה ציקלית

fgי   "נתונה ע H= .כיוון שהמטריצה Hנקבל כי מתקיים הקשר הבא, סיבובית- בלוק 

 

[ ][ ] GFgffg H =∆⇒=⇒= WW*WHWH 

 

 בהתמרת התדר בין כניסה ליציאה קשורים BINכל , לכן.  מטריצה אלכסונית∆Hכאשר המטריצה 

 . בדיוק כפי שקיבלנו במקרה הרציף–י מכפלה בסקלר שהוא תגובת התדר בנקודה זו "ביניהם ע

 

 המבצעת התמרת פוריה ניתנת לכתיבה כמכפלת קרונקר של שתי מטריצות קטנות Wריצה המט 

בזה אין כל חדש כי אנו יודעים כי אפילו התמרת . מימדית-כשכל אחת מבצעת התמרת פוריה חד, יותר

כיוון , הייחוד הפעם הוא בכך שפרידות זו מיתרגמת למכפלת קרונקר. הפוריה הרציפה הינה פרידה

ניתן כמובן להמשיך ולתאר . בשלב זה נעצור את הדיון.  אנו עוסקים בייצוג מטריצי להתמרהשלראשונה

אנו נשוב לדון בנושאים אלו בפרק הדן בהתמרות . ועוד, ייצוגו כפעולה מטריצית, DFT -את תכונות ה

 . 4 פרק –מימד -דיסקרטיות בדו
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י "ע, 1כזכור מפרק . מימדיים- לאותות דוושחזורבפרק זה נציג בהרחבה את הנושאים דגימה  

חשוב . לאות דיסקרטי, צוג מלא אנו עוברים מאות רציף המחייב שימוש באינסוף סיביות לשם יידגימה

אך ( המיוצג בכמות סופית ת קוונטיזציה על מנת לקבל אותלהבהיר כי יש לבצע על תוצאת הדגימה פעול

 .נושא הקוונטיזציה ייסקר במסגרת הפרק הבא. של סיביות) כ"גדולה בד

 

 

 מימדיים- דגימה אחידה של אותות דו3.1

 

 yD - וxDרצוננו לדגום תמונה זו במרווחים .  f(x,y) נתונה לנו תמונה המיוצגת כאות דו מימדי 

 ולקבל תמונה דגומה 

 

( )yx

y

x

nD,mDf

nDy
mDx

)y,x(f]n,m[f =

=
=

=
 

 

 כך yD - וxDהשאלה המרכזית בה נעסוק במסגרת סעיף זה היא אילו תנאים יש להציב על המרווחים 

נעשה שימוש בתיאור , לצורך מענה לשאלה זו ? f[m,n]  מתוך דגימותיו f(x,y)שניתן יהיה לשחזר את 

 י המכפלה"נקבע כי האות נדגם ע. י מכפלה במסרק הלמים" דגימה ע–ותר לפעולת הדגימה מתמטי נוח י
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( )∑∑ −−δ⋅=
m n

yx ynD,xmD)y,x(f]n,m[f~ 

 

בבואנו ) 1עם קביעה שרירותית של מרווחי הדגימה להיות (בפרק קודם עשינו שימוש בביטוי זה בדיוק 

 – מניפולציה פשוטה אחרת כעת נבצע. להסביר את המקור להגדרת התמרת הפוריה לאותות דיסקרטיים

התמרת הפוריה שלו היא קונבולוציה של , כיוון שהאות בנוי ממכפלה של שני אותות רציפים בעקרון

 לכן. ההתמרות
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-מסרק ההלמים החד. מימדית בשם נוסחת פואסון-ההתמרה על סידרת ההלמים מוכרת בגרסתה החד

 :י מכפלה ספרבילית"די עיממ-מימדי יוצר את המסרק הדו

 

( )

{ } )D,Dv,Comb(u,
DD
1)D,Dy,Comb(x,F

)DComb(y,)DComb(x,ynD,xmD)D,Dy,Comb(x,
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yx
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yxyx
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∆

 

 

) - משוכפלת שוב ושוב במרווחים קצובים בשני הצירים F(u,v)קיבלנו כי הפונקציה  )yx D/1,D/1 . ציור

 חסום פס לתחום המלבן F(u,v) כאשר –מציור זה גם ניכרת התכונה הבאה .  ממחיש תופעה זו3.1

  מקייםF(u,v)נניח כי אמנם . השכפולים לא דורכים זה על זהמתקבל כי , המשוכפל

 



 ≤≤

=
otherwise0

Vv,Uu)v,u(F
)v,u(F maxmax 

 

 על מנת שהשכפולים לא יעלו זה על זה נדרוש , אזי
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 פירושה הוא שעלינו לדגום מספיק צפוף כדי לכלול כמות מספקת –הדרישה הזו אינה זרה לנו 

 . מימדי-של האות הדושל דגימות לייצוג מלא 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

שכל  (~n,m[f[בהינתן האות הדגום , ובכן? מדוע חשוב לנו למנוע מהשכפולים לעלות זה על זה

  מהצורה LPFי הפעלת מסנן ריבועי "ע. זהו אות רציף הניתן לסינון, )דגימה בו היא פונקצית הלם
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1uDD

v,uH yx
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  בעקבות פעולת הדגימהF(u,v) שכפול הפונקציה – 3.1ציור 
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v 

F(u,v) 
xD

1

yD
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ל אנו "י ההכפלה במסנן הנ"וע, כיוון שהסינון הינו מכפלה בתדר, על אות זה נקבל בדיוק את אות המקור

הרי שביצענו , וכיוון שהיא בדיוק ההתמרה של אות המקור, מבטלים את כל השכפולים למעט זו הראשית

 .בשלמות פעולה הפוכה לפעולת הדגימה

 

לכן השאלה המתבקשת . f[m,n]אלא אות דגום , ~n,m[f[לא נתון לנו האות , מבחינה מעשית 

 י כיתוב מפורש של פעולת השחזור"נענה לשאלה זו ע? היא כיצד בפועל מבצעים את הסינון המשחזר
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y,xh]n,m[f~]n,m[f~F)v,u(HF)y,x(f̂

 

 

 י"המוגדרות ע, מימדיות- דוsincי צירוף ליניארי של פונקציות "השחזור נעשה ע, כלומר

 

x
)xsin()x(sinc

π
π

= 

 

עובר האות  לפיו, מימד-הניתוח שהוצג לעיל אינו אלא הרחבה טבעית של משפט הדגימה לדו

 מרווחי הדגימה הנדרשים צריכים להיות קטנים מהיפוכו של ,ובמקביל להם, דגימה אחידה בשני הצירים

 . פעמיים התדר המירבי בכל ציר

 

 

 מדגימה אחידהחזור  ש3.2

 

פעולה זו נדירה למדי שכן מעט מאוד . צףחזור נועדה לקחת אות דגום ולחזור אל הרפעולת הש

סיון יניתן להתייחס לפעולת השחזור כנ, עם זאת. )אפילו לא הצגתה( על תמונה ברצף יכול להיעשות

ת נוספות כך ששריג הדגימה הסופי יהיה לקחת תמונה דגומה ולייצר דגימו, דהיינו, ולוציההגדיל רזל

גדול יותר של תהליך של יצירת תמונה גדולה יותר אך בעלת מספר . ה של רצףיתן תחושי ויותרצפוף 

 .דגימות תיקרא אינטרפולציה

 

מחייב ביצוע צירוף ת השחזור שהתקבלה קודם לכן חי נוס"עפשחזור מדגימה בנקודה כלשהי 

י " פעולה זו עקרביבים לחיכשמשחזרים , בפועל. ליניארי המערב את כל אינסוף הדגימות הנתונות לנו

בדומה לנלמד עבור אותות ,  קיימות מספר אפשרויות מעשיות.שימוש בצירוף ליניארי בתמך מוגבל וסופי

 . מימדיים-חד
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yxהחלפת כל דגימה בפונקציה מלבנית בגודל פשוט ביותר מציע השחזור ה DD ממורכזת  ×

נות אין אך עבור תמו, Zero Order Hold -זהו ה. ערך הדגימהבעלת גובה קבוע ששווה ל,  הראשיתסביב

כשהוא מיוצג (האות הדיסקרטי , בפועל. הראשיתסימטרית סביב ציה קהפונ דרישה לסיבתיות ולכן

לציה אינטרפו כשתהליך זה מבוצע ל. עובר קונבולוציה עם פונקציה זו)כמטריצת הלמים בגבהים שונים

 תהליך –כל שורה וכל עמודה פעמיים נקבל כי פשוט עלינו לשכפל , רבכל צי 2התמונה פי שם הגדלת ל

י העתקת השכן "כיוון שהערכים החסרים ממולאים ע, Nearest Neighborאו , Pixel Replicationהקרוי 

 על 21 בגודל מימדי-ת סינוס דו תהליך זה עבור תמונית תוצאת ממחיש כיצד נרא3.2  ציור.הקרוב ביותר

 . בכל ציר10ה פי  שעברה הגדל21

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הנבנית ממכפלת שתי פונקציות , דיתמימ-אפשרות טובה יותר היא הפונקציה המשולשת הדו

מימדית -דוקציה הכופלות זו את זו  ליצירת פונ, מדיות סימטריות סביב הראשיתמי-משולשות חד

קודות  בנ0 -ת ו בראשי1מקבלת גובה עבור הציר האופקי  הפונקציה המשולשת .יליתספרב

{ }xx D,D והשימוש בו מאוד , Bilinear Interpolationפונקציה זו לאינטרפולציה קרוי שימוש ב. −+

} דגימות סמוכות 4עבור . פופולרי }]1n,1m[f],1n,m[f],n,1m[f],n,m[f  ניתן להראות כי ++++

 י"הריבוע נתון עערך המצוי בתוך 

 

[ ]








β
β−









+++
+αα−= 1

]1n,1m[f]n,1m[f
1n,m[f]n,m[f1)y,x(f

 

 

כפי שמתואר ,  יחסית לאורך הדגימהy - והx - הנותנים את מיקום ה1 - ל0ן  הם ערכים בי,βαכאשר 

 . 3.3בציור 

 

. 3.2מציור  על אותה דוגמה 3.4י אינטרפולציה ביליניארית נתונה בציור "לת תמונה עדגתוצאת ה

ית חלקה  כיוון שהתמונה המקורמצוינתה זו צאה עבור דוגמהתו.  הוא עצוםכפי שניתן לראות השיפור

 . ל רצףים אלכסוניים הנותנים תחושה שווממלאת את החסר בקנטרפולציה ביליניארית יוא, מאוד

 

 Pixel Replicationי "ע 10פי תמונה  ית  אינטרפולצי– 3.2ציור 
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. אך אנו נעצור את הדיון בשלב זה, רפולציהניתן להמשיך ולתאר עקומים מסדר גבוה יותר לאינט

תוך שימור שפות שאל כיצד להגדיל תמונה כשנבא בהמשך המשך ישיר של השיטות שהוזכרו כאן יו

 .ופרטים

 

 

  תופעת הקיפול בתמונות3.3

  

, זה לתוך זה,   הינה פלישה של השכפולים בתדר כתוצאה מדגימה- Aliasing –תופעת הקיפול 

תופעת הקיפול מתרחשת כאשר . וברור כי במקרה כזה לא ניתן לשחזר את האות המקורי ללא מידע נוסף

כפי שנראה , למשל. ואינו מקיים את דרישת הסף שהוזכרה בסעיף קודם, מרווח הדגימה גדול מידי

דגימתו בכל מרווח שהוא חייבת , לכן. אות בעל תמך סופי במקום אינו יכול להיות חסום תדר, בהמשך

 . ממחיש מקרה עם תופעת קיפול3.4ציור . להניב את תופעת הקיפול

 

 ביליניאריתנטרפולציה  אי– 3.3ציור 

f[m,n] f[m+1,n] 

f[m,n+1] 

α

f[m+1,n+1] 

β

f(x,y) 

אינטרפולציה ביליניארית להגדלה פי  תוצאת – 3.4ציור 
  בכל ציר10
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האם פירוש הדבר ! ותמיד נרצה לדגום אותן, ת ובכאלה בעלי תמך סופיבאופן טבעי נטפל בתמונו

כמה גדול הנזק ? כיצד תתבטא אותה תופעה בתמונות אלו אחר דגימה, ואם כן? שנסבול מתופעת הקיפול

בהחלט ניתן , אולם. לאותות מעשיים לא ניתן להניח התנהגות חסומת תדר, ובכן? )אם בכלל( שייגרם 

, לכן). DC -ה(של התמרת הפוריה דועכת ואפילו מהר כשמתרחקים מראשית הצירים להניח כי העוצמה 

כיוון שפלישתו של זנב ההתמרה , גם אם חלה פלישה של השכפולים אין פירוש הדבר נזק גדול בהכרח

 . 3.5מימדי בציור -כפי שמתואר למקרה חד, שנה רק במקצתת
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v 

F(u,v) 

xD
1

yD
1

  דגימה עם מרווח לא מספק ותופעת הקיפול– 3.4ציור 

  תופעת הקיפול כתוספת בזנבות ההתמרה– 3.5ציור 
 תדר

 עוצמה
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ותתקבלנה תופעות , השפעתו תתבטא בתמונה הדגומה,  בכל זאת הזנב אינו כה חלש אנרגטיתאם

תופעת הקיפול הינה במהותה תופעת התחזות בה תדר . המוכרות שהיבטים שונים של תופעת הקיפול

אם הדגימה נעשית , לשם דוגמה. מרחבי מעל הסף האפשרי מתחזה לתדר נמוך המצוי בתמונת ראי לו

 מחזורים 5פירוש הדבר שהתדר המירבי המותר לאות הוא , )ביחידות אורך כלשהן (0.1ל במרווח ש

תדר זה יופיע בדגימה כשהוא .  מחזורים בשניה8נניח כי האות הנדגם כלל גם מרכיב בתדר . ליחידת אורך

 . ממחיש תהליך זה3.6ציור ). 8 לערך 5תמונת הראי סביב ( מחזורים לשניה 2 -מתחזה ל

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, )אין בה תופעת קיפול, כלומר( נתונה תמונה דיסקרטית אשר נדגמה בצפיפות מספקת 3.7בציור 

לקיחת כל פיקסל שני מכל שורה , לדוגמה. י דילול פשוט ביחסים שלמים"דגימות שלה ע-ולצידה תת

אך , דל שונההתמונות השונות הינן בגו. לופשניה יוצר תמונה קטנה פי ארבע המתייחס למרווח דגימה כ

 כפי שניתן לראות על פניו של הבית .י מתיחה פשוטה הגורמת לשכפול פיקסלים"דל אחיד עמוצגות בגו

אפקט נוסף ניתן לאבחנה . קיפול קלאסי אפקט –נוצר תדר שונה לכל מרווח , התמונהבצד שמאל של 

ים יותר חוזרים להיות ולבמרווחים גדיוצאים במרווח מסויים מטושטשים ום שם ניכר כי איזורי, בגדר

ופעת שינון של שפות חדות המצויות מלבד שתי תופעות לאה ניכרת גם ת. אפקט של קיפול גם – פעילים

 . ובגגותורת כמו במגדלבזוית אלכסוני

 

על מנת להימנע ממנה בתהליך . קהתופעת הקיפול היא תופעה מטרידה כשהיא בעוצמה חז

מת תדר באופן ו אשר יהפוך את התמונה הנתונה לחס)LPF(ים כומ מעביר נפעיל מסנןנדרש לה, הדגימה

 הפעם חזרנו על הניסוי של ציור.  ממחיש אפקט זה3.8ציור . ורק לאחר מכן לבצע את הדילול, אפקטיבי

בנושא תכנון  דיון –במסגרת זו לא נאמר מהו המסנן שהופעל . ל ביצענו סינוןדילוהכשלפני פעולת , 3.7

 האפשר את עביר טוב ככלהברור כי על מסנן זה לנאמר רק כי  .גרת פרק אחרמסנן נאות יינתן במס

יה של יכי בשל אופכמו כן ברור . זהטוב ככל האפשר מתדר סף  לחסוםו, מסויםהתדרים הנמוכים עד סף 

ניתן שי פכ. ת שונהכשתדר הסף בכל ציר עשוי להיו, ון כמסנן ספרביליהמסנן הנדרש ניתן לתכנ, הדגימה

 .תיתכל התופעות שהוזכרו נעלמו או דוכאו בצורה משמעוי  כלראות

 

 

מחזורים ליחידת  8האות המקורי הינו בתדר . דימימ-ל לאות חדהקיפו תופעת – 3.6ציור 
 .4נמוך פי  התחזות לתדר דות מרחק מניבה יחי0.1הדגימה במרווח של . מרחק
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למעלה . מקור תמונת – למעלה בצד ימין :המחשת תופעת הקיפול – 3.7ציור 
במרווח גדול  דגימה –למטה בצד שמאל . במרווח כפול דגימה –בצד שמאל 

 .במרווח גדול פי ארבע דגימה –למטה בצד ימין . 3פי 
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תמונה . ה שלה לשם המחשת תופעת הקיפולדגימ-מקור ותתתמונת  – 3.5ציור 
משמאל . ה במרווח כפולמונה הגדומלימינה ת. עלה היא תמונת המקורשמאלית למ

 פי ארבעומימין למטה מרווח גדול , 3ומה במרווח גדול פי למטה תמונה הדג
נאות   LPF כשלפני פעולת הדילול מבוצע מסנן 3.7על ציור  חזרה – 3.8ציור 

 לקיצוץ התדרים הגבוהים
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 מימד- משפטי דגימה מוכללים לדו3.4

 

ניקח שני : הכללה טבעית וישירה למשפט הדגימה שתואר בסעיפים קודמים מוצעת באופן הבא 

 כך שהוקטורים Vמשני הוקטורים נבנית מטריצה . 2במימד , 2v - ו1vוקטורים בלתי תלויים ליניארית 

 נציע לדגום את המרחב בנקודות . ודותיהל הם עמ"הנ
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]t,t[השריג הרגיל של המספרים הטבעיים מומר ליניארית לנקודות , כלומר שריג הדגימה המתקבל . 21

 המקרה הטריוויאלי של. מסודר במרווחים אחידים אך עם סיבוב ביחס למישור ועובר עיוות בין הצירים

 3.10 והשריג הנובע ממנה מוצגים בציור Vמספר דוגמאות של המטריצה . 3.9דגימה אחידה מתואר בציור 

זאת כיוון . Vי היפוך ערכו המוחלט של דטרמיננט המטריצה "ניתן להראות כי צפיפות הדגימה נתונה ע

במקרה של דגימה . ן במישור אשר שטחו הוא בדיוק הדטרמיננט יוצרים מעויי2v - ו1vשהוקטורים  

 ופירוש הדבר הוא שיש דגימה אחת לכל תא 21TTאחידה ומקבילה לצירים מתקבל כי הדטרמיננט הוא 

 .Vאחת לכל תא שטח בגודל יש דגימה , Vבכל מקרה אחר בוא הדטרמיננט הוא . 21TTשטח של 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. מתקבל שריג הלמים בעל מבנה מסודר המתאר את הדגימה, Vבמקרה הכללי של מטריצה  

אם נייצג את האות הדגום כמכפלה בשריג מתאים של , בדומה לתהליך שבוצע עבור הדגימה האחידה

 הלמים נקבל
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 הדגימה האחידה במקביל לצירים כמקרה פרטי של הדגימה – 3.9ציור 
 פי מטריצת דגימה-על
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( ) ( )Vy,x,Comb)y,x(fnV)y,x(f]t[f~
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⋅=∑δ⋅= 

 

כל שעלינו לדעת היא ההתמרה של המסרק , כמקודם, לכן. כל שעשינו הוא להכליל את מושג המסרק

 )ואנו לא נביא את ההוכחה(מתקבל . ל"הכללי הנ

 

{ } ( ){ } ( ){ }

( )Ω=⊗=

=⊗=⋅=

− F)V,v,u(Comb)v,u(F
V
1

V,y,xCombF)v,u(FV,y,xComb)y,x(fF]n,m[f~F

T 

 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4









−

=
11

11
V 








−

=
11
5.05.0

V









=

10
01

V












−
=

)25cos()25sin(
)25sin()25cos(V
oo

oo

יש לשים לב לכך .  מטריצות דגימה שונות ושריג הדגימה המתקבל מהן– 3.10ציור 
. 1צפיפות הדגימה היא , )כולן למעט שורה תחתונה שמאלה(שבשלוש דוגמאות 
 ).חידות של דגימות ליחידת שטחבי (0.5צפיפות הדגימה היא , בדוגמה החריגה
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וכר לנו של דגימה אחידה קל לראות כי המקרה הפרטי המ. וכך עשינו שימוש בהכללה של נוסחת פואסון

 במקרה הכללי תתקבל מחזוריות מהצורה. ומקבילה לצירים מסתדר היטב עם התוצאה הכללית שניתנה

 

[ ]( )kUVF)V(F TT +Ω=Ω 

 

למניעת תופעת , יש לדאוג לצפיפות דגימה כזו שתבטיח כי השכפולים השונים לא עולים זה על זה, וכבעבר

צורת .  יש לבודד החוצה את השכפול הראשי המצוי סביב הראשית– השחזור פועל בדרך דומה. הקיפול

צורת , הפעם. sinc עובדה שהביאה לפונקצית שחזור מבוססת –המסנן במקרה הקודם הייתה מלבנית 

 ).ולא באופן פשוט(המסנן תלויה בצורת השריג 

 

מטריצות דגימה חשוב להבהיר כי יש אינסוף , ובכן? מדוע חשוב להכיר את ההכללה שניתנה כאן 

מטריצה . י עיון בהתמרת הפוריה של האות הנתון ניתן להתאים מטריצת דגימה אופטימלית"ע. אפשריות

וכך ייצא שחסכנו בכמות הסיביות הנחוצות לאיפיונו המלא של , זו תאופיין בצפיפות הדגימה המינימלית

 והדגימות היחידות המקובלות הן ,דגימה כללית מעין זו המתוארת כאן אינה קלה לביצוע, בפועל. האות

 י הבחירה "דגימת משושה מתקבלת ע . דגימה אחידה מקבילה לצירים או דגימה משושה
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הצפיפות היא דגימה אחת , ולכן, T=1 עבור הבחירה 3.11ומבנה שריג הדגימה המתאים מתואר בציור 

 י המטריצה "ומתקבל ע, 3.12ואר בציור שריג מסרק ההלמים בתדר מת. 3.461לשטח של 
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=−
2887.02887.0
5.05.0

V T 

 

 אנו מניחים צורה כלשהי להתמרת התדר של 3.12בציור . 0.2887 –דהיינו , והצפיפות של שריג זה הפוכה

כפי . ולכן מצליחים לתאר את האות הדגום בתדר במלואו, )מעגל ובתוכו אליפסה (f(x,y)האות המקורי 

דגימה , עבור אותו אות רציף. כיוון שאין חפיפה בין השכפולים השונים, אין תופעת קיפולשניתן לראות 

הצפיפות , לכן. yוהן בציר , x הן בציר –בין השכפולים ) בתדר (0.6אחידה במקום מחייבת מרווח של 

36.06.0בתדר נדרשת להיות  2 ל כי נדרשת דגימה במקום נקב. ואז נקבל שהשכפולים נוגעים זה בזה, =

י שריג משושה "דגימה ע, לאות בעל תמך מעגלי, כפי שאנו רואים דרך דוגמה זו.  יחידות שטח2.8 -אחת ל

 .יעילה יותר
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ווג כל נקודה י סי"ע. T=1י הבחירה " דגימת משושה ע– 3.11ציור 
 מתקבלים משושים , במישור לאחת הדגימות לפי מרחק אויקלידי

 . כאזורי השיוך לפיקסלים השונים

-1 -0.5 0 0.5 1
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  התמרת התדר של הדגימה המשושה– 3.12ציור 
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לאחר פעולת . הראינו בפרק הקודם כיצד יש לבצע עליה דגימה באופן נאות, בהינתן תמונה ברצף 

 כ פעולה נוספת בה ערכי הדגימה הממשיים מומרים למקבץ סופי ומוגדר מראש של"הדגימה באה בד

במסגרת זו אנו נעשה אבחנה בין קוונטיזציה סקלרית .  פעולה זו קרויה קוונטיזציה–ערכים אפשריים 

והוקטורית לתמונות , לבן-הקוונטיזציה הסקלרית נחוצה לטיפול בתמונות שחור. וקוונטיזציה וקטורית

 . צבע

 

ית של נושא קליטת אינה נחלתו הבלעד) סקלרית או וקטורית(חשוב לציין כי פעולת הקוונטיזציה 

, כפי שנראה בפרקים מתקדמים. התמונה הרציפה בו דנים בהמרת התמונה הנתונה לקובץ מחשב

במסגרת פרק זה נציג את . וכן להמרתם לצורך הדפסה, לקוונטיזציה קשר הדוק לדחיסת אותות

 . קליטת תמונה והמרתה מרצף–העקרונות תוך שימת דגש על יישום אחד 

 

 

  בסיס- סקלרית  קוונטיזציה4.1

 

ערכי הדגימות הינם מעל הממשיים . f[m,n] -נניח כי נתונה לנו תמונה דגומה אשר תסומן כ 

 לגוון לבן 1והערך ,  מתייחס לגוון שחור מוחלט0הערך , כזכור. [0,1]וטווח הערכים מצוי באינטרוול 

 -מוצע אם כך להשתמש ב. יותברור כי לשם ייצוג נאות של ערכי רמות האפור נידרש לאינסוף סיב. מוחלט

L סיביות )L  השאלה המתבקשת היא כמובן ). 1-16 הוא ערך קבוע מראש וערכיו הסבירים יהיו בתחום

,  ערכים שוניםL2 סיביות מייצגות  L -כיוון ש. כיצד להמיר את הערכים הרציפים לערכים הדיסקרטיים

 .  רמות ייצוג שונותL2אנו נדרשים לבחור 
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, בגישה זו. אחת הפעולות הפשוטות ביותר אותן ניתן להציע היא פעולת קיצוץ לסיביות הנמוכות 

פעולה , מתמטית. (Most Significant) הסיביות הגבוהות ביותר  Lעלינו לייצג את רמת האפור בקבוצת 

 י המשוואה"זו נעשית ע

 

( )  
L

L

2
f2fQ ⋅

= 

 

 ]5.0,25.0(הערכים באינטרוול ,  ימופו לאפס]25.0,0(נקבל כי הערכים בתחום , L=2עבור , דוגמהל

, 0 – ערכים אפשריים 4באופן דומה ניתן להראות כי במוצא הקוונטיזר ייתכנו רק . ' וכו0.25ימופו לגובה 

ולערכי המוצא האפשריים , במוצא נקרא רמות ההחלטהלערכי הכניסה בהם חל שינוי . 0.75 - ו0.5, 0.25

. L=3 ממחיש את הקשר בין הכניסה למוצא של הקוונטיזר המוצע עבור 4.1ציור . נקרא רמות הייצוג

ורמות ההחלטה הם , רמות הייצוג הם מיקומי הקווים האופקיים בפונקצית המדרגות על הציר האנכי

 .י פונקצית מדרגות"הקשר מאופיין ע,  כפי שאנו רואים.מיקומי הקווים האנכיים על הציר האופקי

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ברור כי שימוש . כיוון שאז אין שגיאה, קוונטיזר מושלם היה קוונטיזר בעל מוצא זהה לכניסה

בגישה המוצעת תמיד נקבל כי , כפי שניתן לראות. במספר סופי של סיביות לא מאפשר קוונטיזר כזה

השגיאה בין הכניסה ליציאה תהיה אפס בנקודות המפגש בין הקו .  נמוך מכניסתומוצא הקוונטיזר

ניתן לשפר את . ומקסימלי בנקודות הברך שביניהן, )המייצג את מערכת היחידה(המדורג לקו האלכסוני 

 :י הכנסת תוספת למוצא"ל ולהקטין את השגיאה ע"הפעולה הנ
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 – (Least Significant)י קיצוץ הסיביות התחתונות " קוונטיזציה ע– 4.1ציור 
 ).וג במוצא רמות ייצ8 (3 הוא Lמקרה בו 
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, ואמנם, )הקו האלכסוני(ף המדרגות לנוע מעלה ולהתמקם סביב מערכת היחידה התוספת תגרום לגר

 . השגיאה בין הכניסה ליציאה תהיה קטנה יותר

 

ביצוע קוונטיזציה כזו ליותר , בתמונות אופייניות. הגישה שתוארה פשוטה למדי ולכן פופולרית

. יזציה לא מורגשת לעיין אנושיתמניבה על פי רוב תוצאה בה הקוונט)  רמות ייצוג32( סיביות 5 -מ

אנו נדון . ונוצרות תופעות צורמות,  סיביות ניתן לראות בפועל את פעולת הקוונטיזציה5 -כשיורדים מ

עם , )מימדי-תמונת הסינוס הדו( מראה תמונה פשוטה 4.2ציור . בדרכים לתיקון תופעות אלו בהמשך

הקוונטיזציה שבוצעה משתמשת בנוסחה עם . וממחישה תופעה זו, קוונטיזציה למספר סיביות משתנה

 ).הכוללת את התוספת להזזת הגרף כלפי מעלה(העדכנית 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ונכווץ את התחום [0,1]ניקח את אותה תמונה הממלאת ערכים בתחום . נציע כעת ניסוי מעניין

 י הקשר"הדינאמי שלה ע

 

[ ] 5.05.0]n,m[f]n,m[f̂ +−α= 

 

 יתקבל כי התמונה כעת מקבלת ערכי רמות אפור בתחום α=5.0עבור . [0,1] בתחום αכאשר 

נניח (ביצוע קוונטיזציה עם כמות סיביות נאותה . כלומר התחום הדינאמי של התמונה קטן, [0.25,0.75]

אך , ת תיתן איכות נאותהקוונטיזציה על התמונה המקורי. בגישה שתוארה לעיל תיצור בעיה)  סיביות5

L=1                             L=2                                L=3                                L=4 

L=5                              L=6                                 L=7                             L=8 

  קוונטיזציה פשוטה של תמונה למספר סיביות משתנה– 4.2ציור 
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 מראה תוצאה זו עבור 4.3ציור . עם כיווץ התחום הדינאמי נקבל כי הקוונטיזציה מניבה תוצאה צורמת

 . α סיביות ושינוי 5 -שימוש ב

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 עבור תחום –הסיבה לכך ברורה . ינן מספיקות סיביות א5,  קטניםαניכר שוב כי עבור ערכי 

רעיון ! וכל האחרות מתבזבזות,  רמות הייצוג האפשריות באות לידי ביטוי32 -רק חלק מ, דינאמי קטן

ל  ינוצלו כל רמות "כך שבכל התמונות הנ, ביצוע קוונטיזציה שתלויה בתוכן התמונה, לפיכך, נאות יהיה

 .לויד שיוצג בסעיף הבא-עיון מאחורי קוונטיזר מקסזהו בדיוק הר. הייצוג באופן מיטבי

 

כיוון שהמרווחים ) יוניפורמית(קרויה אחידה ) על שתי גרסאותיה(הקוונטיזציה שתוארה לעיל 

מדוע לא לאמץ תפיסה : נשאלת השאלה. בין רמות הייצוג השונות או בין רמות ההחלטה השונות קבועים

כיצד נחליט מה , ואם כך? י רמות החלטה וייצוג כלשהם"עבה הפונקציה המדורגת כללית ומאופיינת 

פעולת הקוונטיזציה תהיה פונקצית מדרגות הממפה את , במקרה הכללי? תהיינה הרמות הנאותות

L2N  לסידרה של  [0,1]האינטרוול    את רמות הייצוג . 4.4 גבהים שונים באופן המתואר בציור =

} -בורמות ההחלטה נסמן  } { }N
0kk

N
1kk r,f  . כמתואר בציור, ==

 

 

 

 

L=5  1.0=α L=5    4.0=α 

L=5    1=α L=5    7.0=α 

 כות הקוונטיזציה המחשת ההשפעה של תחום דינאמי על אי– 4.3ציור 
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 לויד- קוונטיזר מקס4.2

 

מציע ) הקרוי על שמם של שני חוקרים שפיתחוהו בנפרד ובאופן בלתי תלוי(לויד -קוונטיזר מקס

רמית וקוונטיזציה שתרשה פונקצית מדרגות לא יוניפו, קוונטיזציה התלויה בתמונה המוזנת לה מחד

הרעיון המרכזי הוא להציע את הקוונטיזר הכי טוב במובן זה שהמרחק בין כניסתו למוצאו יהיה . מאידך

המרחק נמדד כשגיאה ריבועית . בכפוף לכך שמופעלת פונקצית מדרגות על הכניסה, הקטן ביותר האפשרי

בעיה הם הנעלמים ב.  מדד נוח מתמטית שלא תמיד מתלכד עם תכונות מערכת הראיה–ממוצעת 

 :בניסוח מתמטי זה ייראה כך. רמות ההחלטה ורמות הייצוג, דהיינו, הפרמטרים של פונקצית המדרגות

 

{ }

{ }( )∑ −
Ω Ω∈n,m

2

r,f

]n,m[fQ]n,m[f1Mininize

kkk

 

 

י מניפולציות פשוטות יחסית אנו "עם זאת ע. בניסוח המתואר קשה להאמין שהבעיה בת פתרון מעשי

 בהן רמת [m,n] כאוסף כל הנקודות kΩהקבוצה נגדיר את . נראה כי הבעיה פשוטה לאין ערוך מהנדמה

]r,r(האפור היא בתחום  k1k− ,דהיינו: 

 

[ ]{ }k1kk r]n,m[fr|n,m:N,...,3,2,1k <≤=Ω=∀ − 

5r 

 

 כניסה

יציאה

1 

1 

1f

2f

8f

7f
6f

5f

4f

3f

1r 2r 3r 4r0r 6r 7r 8r
 

י רמות ההחלטה " קוונטיזר כללי כפונקצית מדרגות המאופיינת ע– 4.4ציור 
 ורמות הייצוג
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 : נתחים באופן הבאN -נוכל לפרק את הסכימה בביטוי שהוגדר ל

 

{ }( ) { }( )∑ −∑=∑ −
Ω∈=Ω∈ kn,m

2N

1kn,m

2 ]n,m[fQ]n,m[f]n,m[fQ]n,m[f 

 

ולכן הביטוי , kf יהיו הערך הקבוע kΩ - השייכים לf[m,n]ברור כי כל ערכי הקוונטיזציה של , אבל

 :הופך להיות

 

{ }( ) ( )∑ −∑=∑ −
Ω∈=Ω∈ kn,m

2
k

N

1kn,m

2 f]n,m[f]n,m[fQ]n,m[f 

 

]r,r( בו ינועו בתחום f[m,n]ערכי . נתבונן בביטוי המופיע בסכימה הפנימית k1k− . לערך מסויים

) - המקבלות ערך זה יניבו אותו ערך בדיוק [m,n]כל הנקודות , r*, באינטרוול זה )2kf*r וערך זה , −

ניתן לסכום את הביטוי , לכן. P(r*) - מספר זה יסומן ב - r* שערכן  הוא [m,n]יוכפל במספר הנקודות 

]r,r(רכים בתחום בו אנו נעים על כל הע, הפנימי באופן אחר k1k−וכנגד כל ,  בקפיצות אינפיטיסימליות

כיוון שנעים על פני ערכים ממשיים . ל כשהוא מוכפל בכמות הנקודות הנאותה"ערך לחבר את הביטוי הנ

 :הסכימה הינה אינטגרציה מהצורה, בקפיצות אינפיטיסימליות

 

( ) ( ) ( )∫ −⋅Ω=∑ −
−Ω∈
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1kk
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2
k drrPfrf]n,m[f 

 

הפונקציה , בעצם. ולכן נדרשת ההכפלה בגודל התמך, מנרמלת את הביטוי הכולל פשוט dr -ההכפלה ב

P(r )ולכן עליה לקיים,  היא פונקצית ההסתברות לקבלת רמת אפור כלשהי 
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1drrP,0rP,f 

 

 הביטוי המתקבל אם כך הוא
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.    ידועים כיוון שאלה ערכי הקצהNr - ו0r -לכך שנשים לב . וזהו הביטוי אותו נרצה להביא למינימום

ולהשוות ) רמות ההחלטה ורמות הייצוג(כדי להשיג את המינימום עלינו לגזור את הביטוי ביחס לנעלמים 

 :גזירה זו מניבה. לאפס
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או שניים ) במקרה הראשון(נית נופלת כיוון שהנעלם נתייחס לגורם אחד הסכימה החיצו, בשתי הנגזרות

 נכנסת פנימה לאינטגרל kfהגזירה לפי . וכל היתר מהווים לעניין הגזירה כקבוע, )במקרה השני(

וה פעם גבול תחתון ופעם גבול  מניבה שני איברים כיוון שנעלם זה מהוkrהגזירה לפי . ומתבצעת בתוכו

, גזירה לפי גבול האינטגרל הנה גובהה של הפונקציה הפנימית לאינטגרל בנקודה זו. עליון באינטגרלים

 :אנו עושים שימוש בנוסחאות הבאות. וכך מתקבלת התוצאה
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 :ביצוע מספר פעולות אלגבריות מתקבל
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כך , י מיצוע פשוט"רמות ההחלטה מתקבלות ע, משמעות תוצאה זו היא שבהינתן רמות הייצוג  

קובע כי ) מצד שמאל(הביטוי האחר . שבין כל שתי רמות ייצוג עוקבות קיימת באמצע בדיוק רמת החלטה
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ל  באינטרווPי מרכז מאסה של פונקצית הפילוג "רמות הייצוג מתקבלות ע, בהינתן רמות ההחלטה

[ ]1kk r,r + . 

 

באופן . ולא ניתן לחלץ ביטויים סגורים עבור הנעלמים השונים, ברור כי משוואות אלה סתומות

או רמות (בו מתחילים בניחוש מוצלח של רמות ההחלטה ,  מציאת פתרון נעשית באופן איטרטיבי, מעשי

עם הערכים המעודכנים חוזרים . ל"ואות הנומעדכנים את רמות הייצוג לפי המשו, ) זה לא משנה–הייצוג 

אתחול סביר לתהליך הוא בחירת רמות אחידות כפי שתואר . וחוזר חלילה, ומשנים את רמות ההחלטה

ערך (התהליך האיטרטיבי המוצע מובטח להקטין את השגיאה הכוללת . וביצוע איטרציות משם, קודם

אך בפירוש לא , תכנס לערכים יציבים כלשהםמובטח לה, בכל איטרציה) הפונקציה המובאת למינימום

, בהחלט יתכן שהפתרון ייתקע על מינימום לוקלי. מובטח שהפתרון המתקבל יהיה המינימום הגלובלי

 .ולכן חשוב לבצע את התהליך מספר פעמים עם איתחולים שונים ולבחור את הטוב שבין הפתרונות

 

כאשר . P(r) של פונקצית ההסתברות בעיית המינימה הלוקלית תלויה באופן חזק באופייה

ובדרך כלל ההתכנסות תהיה לפתרון סמוך , ישנן מינימות לוקליות רבות, פונקציה זו מאוד לא חלקה

 בטרם עשיית שימוש P(r)פתרון מעשי לבעיה זו היא החלקת הפונקציה . לערכי האיתחול עם שיפור עדין

 . בה

 

התהליך מתחיל עבורנו , כזכור. P(r)נקציה שאלה חשובה שנזנחה עד כה היא מקורה של הפו

. Ωי "נניח כי כמות הפיקסלים סופית ונתונה ע. [0,1] שערכיה ממשיים ובתחום f[m,n]בקבלת תמונה 

ר מימדיות הממוקמות בערכי רמות האפו- פונקציות הלם חדΩ נתונה כסכום של P(r)הפונקציה , אזי

 :דהיינו, של כל פיקסל

 

( )∑ −δ
Ω

=
Ω∈]n,m[

]n,m[fr1)r(P 

 

סביר למדי , במקרה של תמונה דגומה, וכפי שאנו רואים.  נעשית לשם נרמול הפונקציהΩ -החלוקה ב

י ביצוע קונבולוציה עם גאוסיאן ממורכז ברוחב "החלקתה אפשרית ע. שפונקציה זו תהיה מאוד לא חלקה

σ , ואז, גודל הקובע את עוצמת ההחלקה: 

 

( )∑ σ−
Ω

=
Ω∈]n,m[

G ],n,m[frG1)r(P 

 

] פיקסלים מעל התמך 10 על 10 נניח כי נתונה תמונה בת : 4.1דוגמה  ] ]9,0[9,0]n,m[ רמת האפור . ∋×

) י " נתונה ע[m,n]בתמונה בנקודה  )nm05.0]n,m[f +⋅=: 
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111098765432
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20
1]n,m[f 

 

רמת אפור ,  [0,0] – תתקבל רק במקום אחד 0רמת אפור . בנה עבור תמונה זו את פונקציית ההסתברותנ

הערך .  שתתקבל בעשרה פיקסלים0.45וכך הלאה עד רמת , [0,1] - ו[1,0] – תתקבל בשני פיקסלים 0.05

 נתון P(r)יה תיאור גרפי של הפונקצ.  שיתקבל בפיקסל אחד0.9ועד ',  יתקבל בתשעה פיקסלים וכו0.5

 .4.5בציור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 לפונקציה זו תוך שימוש בגאוסיאן עם ערכים שונים של MATLAB מציג תוצאת 4.6ציור 

 גובה σ -תופעה מעניינת הי א שעם הגדלת ה(ואמנם ניתן לראות שההחלקה מצליחה יפה , σהשונות 

 ).1וזאת כיוון שסך השטח מתחת הגרף צריך להישאר , ללי יורדהפונקציה הכ
 

תוך ).  סיביות לייצוג כל רמה2כלומר (נניח כעת כי רצוננו בקוונטיזר בין ארבע רמות ייצוג 

תוכנית לחישוב ? מהו הקוונטיזר האופטימלי, שימוש בקירוב המוחלק של פונקצית רמות האפור

 10לאחר ערכי רמות ההחלטה והייצוג . 4.7וצאה המתוארת בציור איטרטיבי כמתואר לעיל הניבה את הת

 הם איטרציות 

 

0.7455]    0.5519    0.3794    [0.1728 :f
1.0000]   0.6487   0.4656    0.2761    0[:r

 

       0.1      0.2      0.3       0.4      0.5       0.6       0.7      0.8       0.9   

0.1 

0.05 

כפי שניתן לראות זוהי פונקציה לא . 4.1סתברות לדוגמה  פונקצית הה– 4.5ציור 
 .חלקה הבנויה מפונקציות הלם
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תופעה ראשונה היא שהקוונטיזר חותר . ניתן לראות מספר תופעות מעניינות בתוצאה שהתקבלה

. הסתברות סימטרית סביב ערך זה תוצאה צפויה כיוון שה– 0.45להיות סימטרי סביב ערך הכניסה 
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x 10-3

 3בגרף מוצגים . י גאוסיאן" לאחר החלקה עP(r) פונקצית ההסתברות – 4.6ציור 
ה יותר  גדול יותר כך חלקσככל שערכו של . 0.05 -ו, σ - 0.005 ,0.01ערכי 

 הפונקציה המתקבלת

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 4.1לויד המתאים לדוגמה - קוונטיזר מקס– 4.7ציור 
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תופעה שניה היא שהמרווחים בין רמות ההחלטה באמצע התחום קטנים משמעותית מהמרווחים 

ולכן כדאי להעניק להם ,  יש הרבה פיקסלים בעלי רמות אפור אלה0.45זאת כיוון שבתחום סביב . בקצוות

וות ישנה כמות מועטה של פיקסלים בקצ, לעומת זאת. רמת ייצוג מוצלחת יותר אשר תקטין את השגיאה

 .ושגיאה בקוונטיזציה עבורם פחות כואבת

 

 :[0.2,0.6]נטפל כעת בתמונה שלה פונקצית הסתברות אחידה בתחום : 4.2דוגמה 
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ובעצם בכל מקרה של פילוג אחיד מעל (מסתבר כי במקרה זה ? מהו הקוונטיזר האופטימלי

, לכן. הקוונטיזר האופטימלי הוא גם הקוונטיזר היוניפורמי שפגשנו בתחילת פרק זה, )אינטרוול כלשהו

 ורמות   הייצוג     יהיו 1 0.5 0.4 0.3 0][הקוונטיזר האופטימלי יהיה בעל רמות החלטה   , במקרה זה

עובדה אם נציב לתוך נוסחאות התנאים ההכרחיים את ה, ובכן? מדוע זה נכון. [0.55 0.45 0.35 0.25]

 :שהפילוג אחיד נקבל כי באיזור התמך של הפילוג
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קיים כבר קשר הפוך שקובע כי רמות , כזכור(גם רמות הייצוג הינן ממוצע של רמות ההחלטה , כלומר

 .ההחלטה הן ממוצע של רמות הייצוג

 

קוונטיזר יוניפורמי נושא אחרון במסגרת הדיון בקוונטיזרים אופטמליים הוא השימוש ב 

גם כשהוא אינו , ולכן מפתה מאוד לעשות בו שימוש, קוונטיזר יוניפורמי קל מאוד למימוש. אופטימלי

יהיו בידינו כעת רק , )רמות ההחלטה ורמות הייצוג( ערכים חופשיים 2N-1במקום .  הנתוןמתאים לפילוג

 :אה הריבועית תהיההשגי.  מיקום המדרגה הראשונה וגודל המרווחים– פרמטרים 2
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בעיית אופטימיזציה מעניינת היא למצוא את . כל יתר הקוונטיזר מוגדר היטב מתוך שני ערכים אלה

 . מראה כיצד נראה קוונטיזר כזה לארבע רמות ייצוג4.8ציור .  לקבלת שגיאה מינימליתD,r0הערכים 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ממחיש 4.9ציור . ל"על שני הנעלמים הנל ניתן לקבוע באופן דומה תנאים הכרחיים "י גזירת הביטוי הנ"ע

 של פונקצית Scale -הוא לשחק עם ההרעיון הבסיסי . אופטימליאת השימוש בקוונטיזר יוניפורמי 

 בציור מתואר פילוג כלשהו ועליו את .תרהשגת שגיאה טובה יוקוונטיזר ומיקומה היחסי לשם ה

בהשוואה , טנה יותרתניב שגיאה ק כזיבציור המרברור כי הבחירה .  מדרגות הקוונטיזציההמיקומים של

 .שתי האפשרויות האחרותל

0r

D

 י שני פרמטרים"קוונטיזר יוניפורמי אחיד ע איפיון – 4.8ציור 

צעית חירה האמבה. פטימליהצורך בקוונטיזר יוניפורמי או המחשת – 4.9ציור 
 מוצלחת יותר משתי שכנותיה
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  קוונטיזציה עם שיקולים חזותיים4.3

 

בה , Contouringבתחילת פרק זה ראינו כי בקוונטיזציה עם מספר סיביות נמוך מתקבלת תופעת  

לויד יכול לסייע בפתרונה של בבעיה -קוונטיזר מקס. רואים עקומים המתחמים איזורים שווי רמת אפור

מקובל להשתמש , בפועל. דבר מטריד למדי, אך מחייב תכנון של קוונטיזר לכל תמונה מחדש, זו

עם .  סיביות לקבלת איכות טובה8 -ולפיכך נחוצים קרוב ל, בקוונטיזר אחיד ושרירותי שאינו תלוי תמונה

הבעיה , )זכרון או אילוצי תצוגה, אם מסיבות חומרה( סיביות 8במצבים בהם לא ניתן להקצות , זאת

 .מתעוררת ומטרידה

 

 ללא שימוש Contouring -את בעיית ה) לפחות חלקית( כיצד ניתן לפתור במסגרת סעיף זה נדגים

הרעיון המרכזי . תוך שימוש בפחות סיביות, וללא שימוש בפעולות תלויות תמונה, לויד-בקוונטיזר מקס

 Contouring -תופעת ה. כדי להשיג את השיפור המיוחל, הוא לנצל את תכונות מערכת הראיה האנושית

העקומים המתקבלים הינם . יוון שמערכת הראיה האנושית רגישה לשפות ואפילו עדינותכך כ-בולטת כל

י הוספת "וזה מושג ע, הוא שבירת שפות אלו, לפיכך, הפתרון. כך-ולכן הם צורמים כל, שפות לכל דבר

 . רעש לתמונה לפני הקוונטיזציה

 

 –דהיינו (רחבית חסר קורלציה מ, הרעש הנוסף נדרש להיות רעש המפולג אחיד וסימטרי

 :י"פילוג אחיד נתון ע).  מפולגים באופן זהה וחסר תלות– iidדגימותיו הנן תהליך 
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האמפליטודה המומלצת ,  סיביותR -אם התמונה עוברת קוונטיזציה ל.  היא אמפליטודת הרעשDכאשר 

1R2לשימוש תהיה  ה  סביב הראשית באמפליטודד וסימטריעש בעלת פילוג אחיאם נסמן תמונת ר. −−

 :פעולת הקוונטיזציה המוצעת היא, g[m,n] י "ע  0.5
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 סיביות עם עוצמות 3 -מימדי לאחר קוונטיזציה ל- מתוארת תוצאה של תמונת הסינוס הדו4.10בציור 

 התוצאה נראית וניכר שעבור עוצמת רעש כמומלץ, )0.5רעש המקור בעל אמפליטודה של ( שונות של הרעש

 . הרבה יותר טוב מללא רעש כלל

 

, רעש מיוצר מחשב, כלומר(אקראי -תוצאה מעניינת נוספת היא שאם עושים שימוש ברעש פסבדו

 ניתן להחסיר את הרעש ממוצא הקוונטיזר , לפי המאפיינים שתוארו) הניתן לבניה מחודשת בדיוק מוחלט
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וזוהי רק דוגמא (תופעה זו ניתנת לניצול באופן הבא . יהבטרם הקוונטיזצ, ולקבל אות קרוב למדי למקור

ת ספנניח כי המד. נניח כי נתונה לנו תמונה ואנו צריכים להדפיסה ולהעבירה לגורם אחר):  אחת אפשרית

עש נבצע את הקוונטיזציה עם ר). מדפסת אופיינית יכולה עם סיבית אחת( סיביות Rיכולה להציג רק עם 

. מקבל התמונה יוכל לסורקה ולקבל קובץ תמונה לאחר קוונטיזציה. אקראי ונקבל הדפסה שלה-פסבדו

. וכך לקבל תוצאה קרובה לתמונה המקורית, הוא יוכל לשחזר במדויק את הרעש ולהחסירו מהתמונה

 . ממחיש את התמונות בתהליך זה לשימוש בסיבית אחת4.11ציור 

 

מרכיב הצורם ביותר ה, כפי שנאמר קודם? וצלה כאן מערכת הראיהכיצד נ? מדוע הרעש מסייע 

הוספת רעש . יןולכן קופצים לע,  אלו חלקים למדיוקווים, הם קווי השפה בין אזורים שווי רמת אפור

אקראי עם ערכים חיוביים ושליליים בעוצמה של מרווח אחד שלם בקוונטיזר המופעל גורמת 

, קפיצות אלו שוברות את קו התפר. טה באופן אקראי מסביב לשפהלקוונטיזציה לקפוץ רמות מעלה מ

, למעשה. הגוון הממוצע נותר כבמקור, כיוון שהרעש סימטרי סביב האפס, מאידך. ולכן מעלימות אותו

י דיכוי התדרים "העין מחליקה את הרעש ע. תכונה נוספת של מערכת הראיה באה כאן לידי ביטוי

אלא את הגוון ,  איננו רואים בפועל את הקפיצות המהירות מרמה לרמההחלקה זו נותנת כי. הגבוהים

 .וגוון זה נאמן יותר למקור, הסביבתי הכולל

 

 רמות 4 -ולתמונה זו מבוצעת קוונטיזציה ל, 0.3 נתונה תמונה עם רמת אפור קבועה ושווה :4.2דוגמה 

לכן נקבל במוצא . 0.375 לערך (0.25,0.5]קוונטיזר זה ממפה את כל הערכים בתחום . ללא רעש

כאשר . 0.075והשגיאה בין המקור לתוצאה קבועה ושווה , 0.375הקוונטיזר תמונה קבועה שרמתה היא 

 הערכים . [0.175,0.425]ערכי התמונה ינועו באקראי בתחום , 0.125נוסיף רעש אקראי בעוצמה של 

 Contouring - תוספת רעש לשם דיכוי תופעת ה– 4.10ציור 

D=1/8 D=1/4 D=1/2 

 D=1/16 קוונטיזציה ללא רעש מקור
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אם ניקח איזור . 0.375 -ו ל  ימופ(0.25,0.425]הערכים בתחום ו, 0.125 - ימופו ל(0.175,0.25]בתחום 

 עשיריות מהפיקסלים יקבלו ערך שלוש, בשל הפילוג האחיד נקבל שבממוצע,  פיקסלים10 על 10המכיל 

רמת האפור . ם חלוקה זו נובעת מיחסי אורכי האינטרוולי.0.375 עשיריות מהם יהיו ושבע, 0.125

 :הממוצעת באיזור תהיה לפיכך

 

3.0
10

375.07125.03
=

⋅+⋅
 

 

, הרווחנו כאן דיוק טוב יותר ברמת האפור על חשבון אובדן דיוק ברזולוציה. וזהו בדיוק הערך במקור

 . כיוון שכעת רמת האפור מוכתבת מסביבה של פיקסלים

 

וממחיש באופן זה את , אר בדוגמהמימדי של תהליך הקוונטיזציה שתו- מראה גרף חד4.12ציור 

בהשוואה לקוונטיזציה ללא ,  הרבה יותרלמקורקרוב  )באדום( האות הממוצע  אנו רואים כי.שהתרחש

רואים הפעם כי . 0.51 - ל0.45 - מ מדרגה במקום כלשהוני נותן אות בעלף השהגר, לעומת זאת. רעש

 2 - קוונטיזציה ל– B,  תמונת המקור– A. תיקון התמונה החזר הרעש לשם – 4.11ציור 
 C החסרת הרעש מתמונה – D,  סיביות עם רעש2 - קוונטיזציה ל– C, סיביות ללא רעש

D                                                                  C 

A                                                                  B 
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 .אך עם סטיות רמה גדולות, י הקוונטיזר ללא הרעש"מיקום המדרגה מתואר בצורה מדוייקת ע

 .שימוש ברעש כמעט ולא נותנת ביטוי למדרגה שהיתהשה והקוונטיזציה שע

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Half-Tonning -כאן קשר ישיר לתהליך הלמתואר , שיבואו בהמשךפרקים  כפי שנראה במסגרת 

איה מניב ירידה כמות הסיביות הנחוצות לייצוגה שימוש בתכונות מערכת הר, גם שם. הנחוץ במדפסות

 . ל התמונהש

20 40 60 80 100 120 140 160 180
0
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0.55

0.6

0.65

0.7

בשני .  אפורמרחבית בדיוק רמותעם רעש כאמצעי להמיר רזולוציה  קוונטיזציה – 4.12ציור 
ותוצאת , )ירוק(קוונטיצזיה עם רעש , )תכלכל(קוונטיזציה ללא רעש , )כחול(ת מקור או הגרפים

 .)אדום( 19 י מיצוע אחיד על סביבה של "החלקת הגרף הירוק ע
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  קוונטיזציה וקטורית וקוונטיזציית צבע4.4

 

 תמונת .רפו רמות הא- בערכים סקלריים  ןמוז ר הקוונטיזבהן, לבן-עד כה עסקנו בתמונות שחור 

, B -ו, R ,G –ערכים של רמות אפור י שלושה " ע[m,n]בכל מקום בדרך כלל מאופיינת , לעומת זאת, צבע

זיה ונטיצומקובל לבצע ק, יה של כמות סיביותכשאין בע. [0,1]ד מהם מספר ממשי בתחום שכל אחכ

.  סיביות מייצגות את מרחב הצבעים24וכך לקבל כי ,  סיביות8 -לכל שכבת צבע בנפרד לפורמית נייו

 תומך כרטיס המסך במספר צבעים ול של מסכי מחשבבמגוון גד. לקוונטיזציית צבע חשיבות מעשית רבה

 קוונטיזציה סקלרית לכל שכבת צבע ביצוע, לכן. )סיביות בלבד 8 –  צבעים שונים256כ "בד( צומצםמ

 . אינה מתאימהביות  סי8 -בנפרד ל
 

, בעל שלושה מרכיביםקטור בה הקוונטיזר מוזן בו, קוונטיזציה וקטוריתקוונטיזציית צבע היא 

רחב סי בקוונטיזציה וקטורית הוא חלוקת מהרעיון הבסי.  בעל שלושה מרכיביםור אלטרנטיביומניב וקט

ן בהינת.  אחד)ייצור וקטור –בעצם ו( "רמת ייצוג"ולבחור לכל נתח כזה ,  נתחים שונים N -הכניסה ל

 ממחיש רעיון זה 4.13ציור .  תיקבע לפי הקבוצה אליה היא שייכתצוגהמרתה לוקטור היי, כניסה כלשהי

ואלו הם , וקטורי ייצוג אפשריים 5מימדי מומר לאחד מתוך - דוטורכל וק,  בציור.מימדיים-לוקטורים דו

 .)Voronoiמפת השיוך המתקבלת נקראית דיאגרמת (  האפשריים"צבעים"-ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 בדומה, סהשומים רבים גם לצורך דחיסה וגם לצורך הדפייש ילקוונטיזציה וקטורית ככלל 

 כתהליך שבא אחרי רק זה נתמקד בנושא הקוונטיזציהפ במסגרת –רית קוונטיזציה סקל לנאמר על

 .דגימה

 

הרעיון של  המחשת –מימד -ווקטורית לד קוונטיזציה – 4.13ציור 
 ך לוקטורי ייצוג הכניסה לנתחים ושיוחלוקת מרחב
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 שכבות הצבעשלושת רדת הטיפול בין הפתרון הפשוט ביותר לקוונטיצזיה וקטורית הוא הפ

נוכל ,  צבעי ייצוג256ים אם נדרש, כך למשל. ת מהן בנפרדחיוניפורמית לכל אוביצוע קוונטיצזיה , השונות

 7 -ולשכבת הצבע השלישית ל,  תחומים6 -לשתי שכבות ממנה ה לקוונטיזצילקחת את התמונה ולבצע 

]מימדית -קוביית היחידה התלת. תחומים ] [ ] [ ]1,01,01,0 252766 - תחולק בצורה כזו ל×× ים בנל מ⋅⋅=

 –ים הנותרים לא חייבים להיות מבוזבזים ארבעת הצבע. הממלאים את הקוביהשווי נפח מימדיים -תלת
 .'חלונות וכו, ורים לרקעהצבעים הנותרים משמשים כצבעים שמ,  במסכי מחשבכ"בד

 

חסרון . לבן- יוניפורמי לתמונות שחורהגישה המתוארת מקבילה להצעתנו לשימוש בקוונטיזר

דיון על בדומה ל. מסוימיםטיפול גרוע בתמונות בהן ישנו ריכוז של צבעים המרכזי של גישה זו הוא 

, אינטרוול קטן- מרוכזת בתת)בשלושת השכבות( עבור תמונה שרמות האפור בה ,קוונטיזציה סקלרית

והיותה בלתי תלויה בתמונה עליה , ון הבולט של שיטה זו הוא פשטותההיתר. התמונהנקבל ייצוג גרוע של 

 .היא מופעלת

 

ולעשות זאת תוך התייחסות , שאינו יוניפורמימוצע לאמץ קוונטיזר , ת השיטהעל מנת לשפר א

אם ניזכר בדרך פעולתו . ריםלויד לטיפול בוקטו-מכלילה את רעיון קוונטיזר מקסגישה זו . ן התמונהלתוכ

נזכיר מהם . טיביתי שתהליך בנייתו כרוך בשני צעדים המבוצעים איטרהר, לויד-של קוונטיזר מקס

 :1 -ד גבוה מצעדים אלו ונראה כיצד להכלילם למימ

 

רמת י קביעת "במקרה הסקלרי עשינו זאת ע. טהרמות ההחלבוע את יש לק, ת הייצוגרמו   Nבהינתן  .1

 לפי הקשר, ההחלטה כאמצע הדרך בין רמות הייצוג הסמוכות

 

2
ffr k1k

k
+

= + 

 

הרי שציר , חס לרמות ההחלטה כגבולות בין האינטרוולים השוניםינתיאם , כתחליף לגישה זו

ל נקודה על הציר נבדק מי רמת הייצוג בה לכ, בן הקרוכזורים לפי שיטת השהממשיים מחולק לא

 . משויכתתר ואליה היא הקרובה ביו

 

S - המסומנים ב וקטורי ייצוגNלנו י נתונים מימד נאמר כ-בהכללה לדו
kf ℜ∈ .ים את חאנו לוק

ר הייצוג כת לוקטומשויכל נקודה בו ו, ) לתמונות צבעS=3( מימדי במקרה הכללי S -יסה המרחב הכנ

 . הקרוב ביותר

 

חלט  מוהרי שכאן יש לנו חופש, י ריבוע ההפרש של הערכים"אם במקרה הסקלרי בדקנו מרחק ע

של ת טוסכום ריבועי הפרשי הקואורדינ(ניתן להשתמש במטריקה אויקלידית . מטריקהבבחירת ה

ה של  לפי תפיסתרחק בין הצבעיםלעיתים ניתן להציע מטריקה ייחודית המחשבת את המ. )קטוריםוה

 .וזה כמובן מוצלח יותר, מערכת הראייה

 

י "במקרה הסקלרי זה נעשה ע.  העדכניותיש לקבוע את רמות הייצוג, רמות ההחלטה  N+1בהינתן .2

 חישוב ה
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. ת הייצוגורמ N -אחת מיכת לקבוצה המשוכל מרכז המאסה של  חישוב –משמעות הביטוי 

של רמות ית ההסתברות רצף ושימוש בפונקצאן בנוי באינטגרל על פני כל ערכי המרכז המאסה כ

רמת הייצוג  משויכת לkΩקבוצת הפיקסלים נניח כי , f[m,n]  כאשר עוסקים בתמונה דגומה.האפור

kf ,ך כל הפיקסלים כיוון שס, הנחה סבירה למדי(בוצה זו סופית קכי כמות הפיקסלים ביח וננ

  בערכייםמת הלת ההסתברות היא סדרתוך שימוש בעובדה שפונקצי, אזי. )בתמונה היא כמות סופית

  :י" נתון ע ניתן להראות כי מרכז המאסה ,רמות האפור הנתונות

 

( )

( ) ∑
Ω

=
∫ ∑ −δ

∫ ∑ −δ

=
Ω∈

Ω∈ Ω∈

Ω∈ Ω∈

k
k

k

]n,m[k
r ]n,m[

r ]n,m[
k ]n,m[f1

dr]n,m[fr

rdr]n,m[fr

f 

 

צה לחשב נר, ה לוקטוריםהכללב. בקבוצהורים וכך יצא כי חישוב זה אינו אלה חישוב ממוצע הוקט

 . חישוב ממוצע דומה של כל הצבעים השייכים לקבוצהי" עאת מרכז המאסה

 

 :ה הבאההאלגוריתם שתואר מביא למינימום את השגיא, למעשה

 

{ }( ) { }∑=ε
Ω∈ ≤≤=

]n,m[
kNk1

N
1kk

2 ]n,m[f,fdMinf 

 

  .יש דמיון רב לנעשה במקרה הסקלרי, כפי שרואיםו , המיושמתהיא המטריקה  dנקציה כאשר הפו

 

מימד -בדונניח כי נתונות לנו נקודות . מימדי-נמחיש את האלגוריתם שתואר עבור מקרה דו :4.3 דוגמה

נפעיל את . מימדיים- דו ייצוגוקטורי 8 -קוונטיזר לרצוננו למצוא . 4.14 בפיזור כמתואר בציור

כז  נקודות במישור בקרבת מר8י בחירה אקראית של "תחול האלגוריתם נעשה עא. האלגוריתם המתואר

את  איטרציות של האלגוריתם שתואר הניב 10ביצוע של .  של הנקודות הנתונות)הממוצע(המאסה 

 .ע שונהלשם נוחות נצבעה כל קבוצה בצב. 4.14התוצאה המתוארת בציור 
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.  קבוצות ייצוג8 -מימד ל-קוונטיזציה וקטורית בדו בניית – 4.14ציור 
בעים שונים והנקודות המתוארות בצ,  מייצג את וקטורי הייצוג+הסימון 

 הם הערכים בטרם קוונטיזציה
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העיבודים בהם נעסוק בפרק זה יתמקדו . בפרק זה נתחיל את הדיון בפעולות עיבוד על תמונות

חשוב להבהיר כבר כעת כי בעיבוד תמונות קיימים . בניסיון לשפר את מראיה של התמונה הנתונה

אך אלה יידחקו לפרקים מאוחרים , ניתוח תוכן התמונה ועוד, כגון דחיסה, דים בעלי מטרה שונהעיבו

 .יותר

 

אם בשל דרך , במקרים רבים מתקבלת תמונה שאינה באיכות הרצויה, ובכן? מדוע לשפר תמונה

רשת בעיות אופייניות הן תמונה מרוחה הדו. או בשל קלקולים שעברה בתהליכי עיבוד קודמים, השגתה

תמונה בה העצמים החשובים אינם נראים טוב ונדרש , תמונה בה נדרש למתוח את הקונטרסט, חידוד

כנגד כל משימה כזו ניתן להציע אלגוריתמים .  ועוד, תמונה בה יש רעש נלווה ונחוץ לנקותו, להבליטם

תמים אשר אמנם נכנס מגוון רחב מאוד של אלגורי" שיפור תמונה"תחת הכותרת , לכן. שונים ומגוונים

 .ולעיתים קרובות אין כל קשר ביניהם, משפרים את התמונה אך במובנים שונים

 

, מבחינתנו היה נפלא לו יכולנו להציע אלגוריתם כללי המקבל תמונה ומוציא גרסה משופרת שלה

המכשלה העיקרית לקיומו של תהליך כזה היא חוסר בתיאור מתמטי של . ללא מעורבותו של המשתמש

 צריך -וטעם אישי שיפור תמונות הוא עניין של מומחיות , כיוון שאין מדד כמותי כזה. תמונה טובהמהי 

התחום הקרוי שיפור תמונות , לכן. לזהות את הבעיה בתמונה ואז לתפור אלגוריתם ספציפי של פתרונה

ג במסגרת פרק זה ננסה להצי. ובו פעולות תתבססנה על ניסוי וטעייה, הוא תחום עם הרבה היורסטיקות

 .את היסודות וכלי העבודה הבסיסיים לשיפור תמונות
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קיים . חשוב להבהיר את ההבדל בין שיפור תמונה ושחזור תמונה, כנקודה אחרונה במסגרת זו

אנו . ובו לוקחים תמונה שעברה קלקול ידוע ומשחזרים את המקור, "שחזור תמונה"תחום נפרד הקרוי 

ולכן דרך , במסגרת פרק זה איננו מניחים כי הקלקול ידוע. נדון באלגוריתמים כאלו במסגרת הפרק הבא

 . הפתרון משתנה באופן מהותי

 

 

  פעולות נקודה והיסטוגרמת תמונה5.1

 

כפי שכבר ראינו . אחת הפעולות הפשוטות ביותר שניתן לבצע על תמונה היא פעולה חסרת זיכרון 

}פעולה זו בצורתה הכללית ביותר תהיה , 2בפרק  }]n,m[fT]n,m[g כאשר המוצא בנקודה , =

י פונקצית מעבר "מערכת כזו ניתן לתאר ע.  תלוי רק בערך הכניסה באותה נקודה[m,n]הדיסקרטית 

אם נניח למשל כי תמונות . 5.1כמתואר בציור , פשוטה הקובעת כיצד כל ערך כניסה עובר לערך יציאה

 [0,255]פנינו מערכת המעבירה כל מספר בתחום הרי של,  סיביות לפיקסל8י "הכניסה והמוצא מיוצגות ע

 Look Up Tableי טבלת התאמה פשוטה הקרויה "ולכן המערכת ניתנת לתיאור ע, לערך מוצא בתחום זה

)LUT .( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 מה ניתן להשיג –והשאלה המתבקשת היא , השתכנענו כי אמנם מדובר במערכת פשוטה 

 לספק שיפור ממשי  לתמונת LUTיתים תכופות יכולה מערכת מסתבר כי לע? באמצעות מערכת כזו

אשר יסייע בהבנתן של , לפני שנמחיש את הפעולות הללו נציג את מושג ההיסטוגרמה לתמונה. הכניסה

 . פעולות אלו

 

בדומה לפונקציות , היסטוגרמה לתמונה היא פונקצית השכיחות של רמות האפור בתמונה 

 nי "בהינתן תמונה בה כל פיקסל מיוצג ע. לויד-ון על קוונטיזר מקסשתוארו במסגרת פרק קודם בדי

]12,0[כל פיקסל יכול לקבל ערך רמת אפור שלם בתחום , סיביות n  הוא כמות הפיקסלים h(x)הערך  . −

 כניסה

יציאה

  הקשר כניסה ליציאה של מערכת חסרת זיכרון– 5.1ציור 
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 xמימדית המקבלת ערך חיובי כנגד כל - היא פונקציה חדh(x)הפונקציה , לכן. xבתמונה שערכם הוא 

]12,0[חום בת n , בדרך כלל מקובל לחלק את ערכי הפונקציה בכמות הפיקסלים הכוללת בתמונה. −

 נראית כפונקצית הסתברות לכל h(x)הפונקציה , במקרה כזה. 1לקבלת פונקציה שסכום איבריה הוא 

 :דבר המקיימת
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 מידת אכלוס רמות האפור –ימת של התמונה היסטוגרמה של תמונה מתארת תכונה מסו 

מהיסטוגרמה לא ניתן לומר מהי , כלומר, להיסטוגרמה אין מרכיב המתאר התנהגות מקומית. בתמונה

בציור .  וברור כי מהיסטוגרמה לא ניתן לבנות מחדש את התמונה, רמת האפור במקום מסוים בתמונה

 סיביות 8 -המקרים מדובר בתמונות המיוצגות בבכל .  מוצגות מספר תמונות וההיסטוגרמה שלהן5.2

שינוי סדר הפיקסלים בתמונה אינו משפיע כלל על , )בשורה האמצעית(כפי שמודגם בציור זה . לפיקסל

ברור כי , למרות זאת. י שינוי סדר הפיקסלים בתמונה מתקבלת תמונה שונה לחלוטין"ע. ההיסטוגרמה

 .ההיסטוגרמה נותרת ללא שינוי כלל

 

מסתבר כי עיון בהיסטוגרמת התמונה חושף מיד ? ע אנו מתעניינים בהיסטוגרמת תמונהמדו 

 נראית כך 5.2התמונה החשוכה מעט שמתוארת בתחתית ציור , כך למשל. בעיות של ניצול תחום דינאמי

 זוהי תמונה שמבזבזת תחום - [50,150]כיוון שערכי רמות האפור בה מאכלסים בקירוב את התחום 

  על תמונה זו מהצורהLUTי פעולת "ע. דינאמי

 

[ ]50In55.2Out −⋅= 

 

 התואמת LUT -תוצאה זו ופעולת ה. 255מתקבלת תמונה אשר מאכלסת את כל רמות האפור מאפס ועד 

נשים לב כי פעולה זו . (Contast Streching)פעולה זו תיקרא מתיחת קונטרסט . 5.3לה מתוארים בציור 

 את ערכי הכניסה מעל 255 -ולערכים גבוהים מ, 50 -את רמות האפור הקטנות מממפה לערכים שליליים 

על מנת להבטיח . ולכן אין בעיה, אבל בתמונה הנתונה אף פיקסל כמעט אינו בתחומי ערכים אלו. 150

 . 255 - ל255וכל ערך מעל , אנו מרתקים כל ערך שלילי לאפס, תוצאה נאותה

 

 ורמת האפור minfרמת האפור המינימלית תסומן בהינתן תמונה בה , במקרה הכללי

 :תהיה] 0,255[פעולת המתיחה לשם ניצול כל הרמות בתחום , maxfהמקסימלית 

 

minmax

min
ff

fIn255Out
−

−
⋅= 
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בשורה העליונה נתונה התמונה .  מספר דוגמאות לתמונה וההיסטוגרמה שלה– 5.2ציור 
Lenaבשורה האמצעית נלקחה התמונה .  וההיסטוגרמה המתאימה להLena  

  ההיסטוגרמה שלה ,וכצפוי, )שינוי סדר אקראי של הפיקסלים בה(ועורבלה 
  ונוסף לה 0.5 -בשורה התחתונה התמונה המקורית הוכפלה ב. זהה

 , ההיסטוגרמה דומה במראה הכללי, ולכן, 30הערך 
 .ומוסטת) ולכן גם גבוהה יותר(אך צרה יותר 
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אם בתמונה כל רמות האפור , לדוגמה. אינה מוצלחת) maxf - וminf(לעיתים שימוש בערכים הקיצוניים 

מתיחת , הרי שלפי המתואר לעיל, 255וישנו פיקסל בודד בעל ערך , ]0,100[למעט אחת מצויות בתחום 

 minfדיר את ניתן להג, כדי להתגבר על בעיה זו. בשל אותו פיקסל חריג, קונטרסט לא תשנה את התמונה

ולכן נוכל להגדיר , נזכור כי פונקצית ההיסטוגרמה היא פונקצית צפיפות פילוג.  באופן שונה מעטmaxf -ו

 :י" עH(x)פונקצית הצטברות הפילוג 

 

( ) 1)12(H;0)0(H)x(hxH nx

0k
=−=⇒∑=

=
 

 

)n –כמות הסיביות לפיקסל  .(אם קודם הגדרנו את , אזיminf 0 להיות הנקודה בה)x(H נגדיר אותה , =

 מהפיקסלים הכי נמוכים נתייחס ε-משמעות בחירה זו היא של. H(x)=εהפעם להיות הנקודה בה 

 H(x)=1 כנקודה בה maxfבחירת , באופן דומה. רך מינימליכחריגים ונבחר את הגדול שביניהם בע

 מהפיקסלים ε2פי שני ערכים אלו תגרום לכמות יחסית של -מתיחה על. H(x)=1-εתוחלף בנקודה בה 

, ולעומתה, ו קבוצה מצומצמת של נקודותאך ז, )0מתחת (ולקיטעון  ) 255מעל (בתמונה להיכנס לרוויה 

 . עיקר התמונה יעבור שיפור מוצלח

 

 מתוארת תמונה בה ישנם שני אובייקטים 5.4בציור , כדוגמה אחרת לפעולת מתיחת קונטרסט 

בציור . נניח כי הם העיקר בתמונה ורצוננו להגדיל את יכולת האבחנה ביניהם. בעלי רמות אפור קרובות

 מרחיקה LUT -פעולת ה. 140 - ו130רמת האפור של המטרות הן .  להגשמת יעד זהLUT מוצע גם 5.4

נחשב לפחות חשוב , אשר כאמור(תוך פגיעה ביתר התמונה ,  בהתאמה170 - ו100שתי רמות אלה לערכים 

בתוצאה . אך רק לתחום מסוים של רמות האפור, גם זוהי פעולת מתיחת קונטרסט). במשימה שלפנינו

 .כנדרש, נם שני הריבועים הינם בעלי גוון שונהניכר כי אמ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 50 100 150 200 250
0

50

100

150

200

250

י פעולת מתיחת קונטרסט "שורה תחתונה ע (5.2 שיפור התמונה בציור – 5.3ציור 
  בצד ימיןLUT -המתוארת כ
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נניח כי נתונה תמונה אשר יודע כי .  היא פעולת סףLUT -פעולה אחרת הניתנת לתיאור כ 

לתמונה זו צורף רעש בתהליך !).  בלבד200 או 50נניח ערכי רמת אפור (במקורה היא תמונה בינארית 

 ממחיש תהליך זה 5.5ציור . פעולת סף נוכל להעלים חלק גדול מהרעשי "ע. הרכשתה ורצוננו לנקותה

 .ותוצאותיו כפי שניתן לראות אנו מצליחים לקבל תמונה כמעט זהה למקור לפני הרעש

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

בהירות היא בעצם רמת .  כעת נעבור להראות שינוי בהירות–הראינו כיצד אנו משנים קונטרסט  

בחירה אינטואיטיבית לפעולת שינוי בהירות תהיה הוספת ערך קבוע , לכן. הממוצעת בתמונההאפור 

. בחירה כזו אינה מוצלחת בדרך כלל כיוון שהיא גורמת להוצאת הערכים מהתחום המותר. לרמת האפור

 :אשר נראית כך, (Gamma Correction)מקובל להשתמש בתיקון גאמה , כתחליף
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 –שמאל למעלה .  מתיחת קונטרסט לאזורים ספציפיים על חשבון אזורים אחרים– 5.4ציור 
 בה ניכר כי שני הריבועים בעלי ,  תוצאת המתיחה–ימין למעלה . תמונת מקור

  שיושםLUT - ה–למטה . גוון שונה
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γ=
1

InOut 
 

.  התמונה תוכהה1 -ועבור ערכי גאמה קטנים מ,  נקבל הבהרה של התמונה1 -עבור ערכי גאמה גדולים מ

 .  למגוון ערכי גאמה LUT - מראה את צורת ה5.6ציור 

 

מסתבר כי בצילום תמונה . ום וההדפסה הצילכילפעולת תיקון הגאמה שורשים מוצקים בתהלי 

חזקה ר כללי כפעולת  רגישות החישה לאור אינה ליניארית וניתנת לתיאו)CCDלסרט צילום או לגלאי (

ם אף  מאופייני)או ההצגה למסך(תהליך ההדפסה , לעומת זאת. 1 - מ וגדולחיובי מעריךעם , על הכניסה

כי הפעולה היא פעולת חזקה עם כשעבורם מקובל להניח , התמונההם בעקומה לא ליניארית של הצגת 

 יתקבל ביטול הדדי ואין )יחס של היפוך בין השניים(בור ערכים תואמים ברור כי ע. 1 -מעריך חיובי קטן מ
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ת  תמונ–למעלה משמאל . י פעולת סף" ניקוי תמונה בינארית מרעש נלווה ע– 5.5ציור 
 תוצאת –למטה משמאל .  התמונה לאחר זיהום ברעש–למעלה מימין . מקור בינארית

 שיושם LUT  - ה–למטה מימין . הסף
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,  תיקון ביניהםפעולתנדרשת , פלט אינם מתואמים\כאשר התקני הקלט, ת זאתלעומ. צורך בתיקון נוסף

  . מראה סכימת בלוקים של המערכת אשר תוארה5.7ציור . וזוהי בדיוק פעולת הגאמה
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 Gamma Correctionי פעולת " תיקון בהירות ע– 5.6ציור 

תיקון גאמה

 קהסרי\           צילום                                           הצגה   \הדפסה  

 אור

 רמת 
 אפור

אור

לצורך והקשר , ת התנהגות אופיינית של מערכות קלט ופלטבלוקים המתארת  סכימ– 5.7ציור 
 בתיקון גאמה
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  פעולות עיצוב היסטוגרמה5.2

 

שנובעות מתוך שיקולים בסיסיים הניכרים ,  פשוטות למדיLUTעד כה עסקנו בפעולות  

היעד הראשון אותו . LUT -במסגרת סעיף זה נציג דרכים מורכבות יותר לתכנון פעולת ה. מההיסטוגרמה

 אשר תמיר את ההיסטוגרמה LUT -נשאל מהי פעולת ה,  בהינתן תמונה כלשהי–נרצה להגשים הוא הבא 

אינטואיטיבית נראה כי תמונה שמנצלת כל רמת , ובכן? מדוע אחידה. שלה להיות היסטוגרמה אחידה

 . אפור באופן אחיד תהיה תמונה מאוזנת ונעימה לצפייה

 

 אשר LUT -נשאל מהי פעולת ה,  בהינתן תמונה כלשהי-משימה שניה בה נעסוק דומה בעיקרה 

ביישומים מסוימים ? מדוע בעיה זו חשובה? רמה שלה להיות היסטוגרמה אחרת נתונהתמיר את ההיסטוג

הרעיון אם כך מכליל את . משימה זו חשובה, פסיפס של תמונות ועוד, כגון מציאת תנועה בין שתי תמונות

 . כך שהפעם אנו נדרשים לעצב את ההיסטוגרמה לפי צורה כלשהי, הבעיה הקודמת

 

, מסתבר כי בכפוף לכמה דרישות סבירות? ה להגשים את היעדים הללו יכול LUTהאם פעולת 

נניח כי פונקצית ההיסטוגרמה הינה , לשם בניית אלגוריתם למימוש משימה זו. פעולות זו אפשריות

כל הניתוח שנתאר יתמקד בטיפול בפונקציות מעל , לכן. [0,1]פונקציה רציפה מעל רצף הערכים בתחום 

נזדקק לתוצאה מתורת ההסתברות על הדרך בה משתנה חוק פילוג , יות שהוצגולשם פתרון הבע. הרצף

 . י מערכת חסרת זיכרון"ע

 

עם ) זוהי רמת האפור שלנו (xנתון משתנה אקראי : נציג  את הבעיה המתמטית באופן ממוקד

)פונקצית צפיפות הסתברות  )xPf)  וזוהי כמובן היסטוגרמת תמונת הכניסהf .( המשתנה האקראיx 

מונוטונית , ולמעשה, חד ערכית-כלומר חד(הפיכה ו Tכלשהי כרון יחסרת זעובר דרך מערכת לא ליניארית 

} ומתקבל המוצא ) עולה }xTy השאלה היא מהי פונקצית צפיפות ההסתברות ). LUT -זוהי פעולת ה(=

 היא הנגזרת y(Pg(הפונקציה ? ) gתמונת המוצא היא  y(Pg)( -אותה נסמן ב, yשל המשתנה האקראי 

 :כמתואר במשוואה הבאה, של פונקצית הצטברות ההסתברות

 

( ) ( )∫ ξξ
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=α
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∞−
dP

d
dP gg 

 

}נוכל לומר כי ,  הפיכהT -כיוון ש }{ }α=α −1TTולכן : 
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∫ ξξ
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d
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 :אבל קיים הקשר הבא. ואין בו כל צעד אלגברי מהותי, ולת הצבההמעבר האחרון הינו פשוט  פע
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( )
{ }

( )∫ ξξ=∫ ξξ
β

∞−

β

∞−
dPdP f

T
g 

 

, f בתמונת הכניסה β -של הפיקסלים בעלי רמת אפור קטנה מ" מספרם"כיוון שאגף ימין קובע מהו 

} -של הפיקסלים בעלי רמת אפור קטנה מ" מספרם"ואילו אגף שמאל פירושו  }βT בתמונת המוצא g .

 :הצבת קשר זה נותנת. הרי ששני ערכים אלו זהים לחלוטין,  מונוטונית עולהTכיוון שהפעולה 
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 : פשוטה כיוון שמתקייםβפי -הנגזרת על. כשעשינו שימוש בגזירה בשרשרת

 

( ) ( )∫ ξξ
β

=β
β

∞−
dP

d
dP ff 

 

 :ל הופך ל"הקשר הנ, ולכן
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 :י הנוסחה הבאה"גזירה של היפוכה של פונקציה נתונה ע
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 :התוצאה הסופית היא הביטוי הבא, ולכן
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}ציה עבור הפונק.  נמחיש את הביטוי שהתקבל דרך מספר דוגמאות:5.1דוגמה  } 1xxT הנוסחה , =+

 ל נותנת"הנ
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לפיה ההסתברות לקבל ערך כלשהו במוצא זהה לחלוטין לקבלת אותו , וזו תוצאה צפויה ואינטואיטיבית

}עבור הקשר , באופן דומה.  בכניסה1ערך פחות  } 1x2xT  : מתקבל=+
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}עבור הקשר  } ( )x3expxT  :מתקבל=
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 אשר ייתן כי היסטוגרמת  Tרצוננו למצוא את : נחזור כעת ליעד הראשון אותו רצינו להגשים

Pg)(1 מתקבל כי נדרש [0,1]עבור ערכי מוצא בתחום  . המוצא קבועה =α .לכן: 
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}כיוון ששני אגפי המשוואה הם פונקציות של  }α−1T ,נוכל , ערכית-חד-ומכיוון שפונקציה זו חד

 :להשמיטה ולקבל את הקשר

 

( ) { } { } ( )dxxPT
d

dTP ff ∫=α⇒
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=α
α

∞−
 

 

 נניח כי . ננסה להמחיש כיצד פילוג לא אחיד מומר לאחיד באמצעות הקשר שהתקבל: 5.2דוגמה 
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( )
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 LUTעלינו להפעיל , לפי האמור לעיל.  כנדרש1נשים לב לכך שהפונקציה בעלת אינטגרל כולל השווה 

 :מהצורה

{ } ( )
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dxxPT 2
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ניצור תמונה . Matlabנמחיש זאת דרך סימולציית , "יספק את הסחורה" זה LUT -על מנת להשתכנע ש

ועל , נסתכל על היסטוגרמת התמונה, )אלכסונית( השווה בקירוב לזו הנתונה כאן בעלת היסטוגרמה

 ערכים במרווחים 500בחרנו , לשם ניטרול תופעת הקוונטיזציה בבדיקה זו. היסטוגרמת התמונה בריבוע

מתקבל שיווי , וכפי שניתן לראות, 5.8תוצאות בדיקה זו מופיעות בציור . [0,1] באינטרוול 0.002של 

 .עליה עוד נדבר בהמשך, הסיבה לחריגות מהתיאוריה היא הדיסקרטיזציה של התהליך. טוגרמההיס

 

. נטפל הפעם במקרה המנוון בו הכניסה בעלת היסטוגרמה אחידה, בדומה לדוגמה קודמת: 5.3דוגמה 
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תוצאה זו רצויה כיוון שהמוצא . זוהי בדיוק מערכת יחידה אשר אינה משנה את התמונה, ולעניינינו

 .מובטח אף הוא להיות בעל היסטוגרמה אחידה

 

בהינתן , הפעם . ונטפל בבעיית התאמת היסטוגרמות בין תמונות, נחזור כעת אל התיאוריה 

)תמונה בעלת היסטוגרמת כניסה  )αfP רצוננו לעצב את היסטוגרמת המוצא לפי בחירה קבועה מראש

( )αgP .שימוש בקשרים שהושגו קודם מניב: 
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 :תןאינטגרציה על שני האגפים תי.  הפיכה Tכששוב עשינו שימוש בעובדה שההתאמה 
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 :נשתמש בסימונים הבאים לפונקציות הצטברות ההסתברות. ל ראינו כבר בעבר"את הקשר הנ
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ונה בעלת  התמ– צד שמאל למעלה – 5.2 תיאור תוצאות סימולציה לדוגמה – 5.7ציור 
 .  ההיסטוגרמה של התמונה–ימין למעלה -צד. ההיסטוגרמה האלכסונית

  ההיסטוגרמה לאחר העלאה בריבוע–למטה 
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)מתקבל כי , עבור המקרה המנוון בו היסטוגרמת המוצא אחידה ) xxFg ולכן המיפוי הינו פשוט , =

נמחיש את התוצאה שהתקבלה למקרה מורכב מעט . כפי שקיבלנו קודם, פונקצית הצטברות ההסתברות

 .יותר

 

 :עבור שתי פונקציות ההסתברות הבאות: 5.4דוגמה 
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שורה (בה הכהים דומיננטיים ,  בעלת ההיסטוגרמה האלכסונית מראה את תמונת המקור5.8ציור 

) LUT -י ה"תוצאת יישור ההיסטוגרמה ע, )עליונה )In2In)In(TOut 11 ותוצאת , )שורה שניה (==⋅−

) - לעיצוב ההיסטוגרמה כנדרש בדוגמה LUT -ה ) ( )In2InInTOut 22 ההיסטוגרמות נראות . ==⋅−

 .רטיזציה של ערכי רמות האפורלמעט הפרעות הנובעות הדיסק, כנדרש
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.  תוצאת תהליך יישור היסטוגרמה–שורה אמצעית .  תמונת מקור- שורה עליונה – 5.8ציור 
 לכל תמונה . 5.4 תוצאת עיצוב היסטוגרמה לפי דוגמה –שורה תחתונה 

 מצורפת ההיסטוגרמה שלה להמחשת התוצאות
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, כפי שראינו דרך הדוגמאות. נדון כעת בעיצוב היסטוגרמות לתמונות אחרי קוונטיזציה 

לים וגם במובן של כמות פיקס, גם במובן של קיומם של ערכי רמות אפור דיסקרטיות(דיסקרטיזציה 

וכך נפתח , ואת הבעיות המתעוררות דרך דוגמה, נמחיש את דרך העבודה. גורמת לבעיות ולחריגות) סופית

 .אלטרנטיבה דיסקרטית לגישה האנליטית שפותחה

 

 כל –כלומר ( רמות אפור אפשריות 8עם ,  פיקסלים כל אחת20נתונות שתי תמונות בנות : 5.5דוגמה 

כל ריבוע מייצג . 5.9סטוגרמות לשתי תמונות אלה מתוארות בציור ההי).  סיביות3 -פיקסל מיוצג ב

 . ריבועים כאלה20וניכר שישנם בדיוק , פיקסל בודד

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 8ויש ( לכל ערך כניסה אפשרי – שורות 8 במקרה זה היא טבלת התאמה פשוטה בה יש  LUT -פעולת ה

נוח . יעשה באופן סידרתי מהערך הנמוך לגבוה תLUT -בניית ה. עלינו להציע מה יהיה המוצא, )כאלו

 :יותר ונכון יותר לעבוד עם ההיסטוגרמות המצטברות
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) שני הנמוכים (2 - ו1ערכי כניסה .  בעל שגיאה מצטברת מינימלית LUTהרעיון המרכזי הוא למצוא 

 סטייה – בעמודה ראשונה 3בעלת גובה כך נקבל כי היסטוגרמת המוצא המצטברת . 1ימופו לרמת מוצא 

ולכן לחריגה ,  לעמודת המוצא הראשונה6 תיתן גובה של 1 למוצא 3הוספת רמת כניסה .  מהדרוש1של 

כך נמשך התהליך כשאנו בודקים בכל שלב מהי ההחלטה . 2 למוצא 2 לכן עדיף למפות כניסה – 2של 

 היא כתיבת שתי ההיסטוגרמות LUT -גישה פשוטה לבניית ה, למעשה. שתיתן שגיאה מינימלית

לערך הקרוב ביותר ) המצטברת(ומיפוי של כל ערך בהיסטוגרמת הכניסה , המצטברות זו מול זו

 פשוט קושר את LUT -ה, בהינתן המיפוי.  מראה תהליך זה5.10ציור . בהיסטוגרמת המוצא המצטברת

 -ולכן ב, יסה לאיבר הראשון בכניסההחץ הראשון קושר את האיבר הראשון בכנ, כך שלמשל, האינדקסים

LUT ,11 - יעבור ל . 

היסטוגרמת 

]כניסה  ]xhf

היסטוגרמת 

x[hg[יציאה 

x x 

 שיעביר את  LUTנחוץ למצוא .  היסטוגרמות כניסה ויציאה לשתי תמונות– 5.9ציור 
 התמונה האחת לשניה 
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התוצאה אינה משיגה את , כפי שרואים.  המוצע LUT -י ה" מראה את תוצאת ההיסטוגרמה ע5.11ציור 

האלגוריתם שתואר לעיתים , באופן כללי. בשל מגבלות הדיסקרטיזציה, היסטוגרמת היעד הנדרשת

זה קורה . בתמונה) היווצרם של עקומים מלאכותיים (False Contouringנותן אפקטים של קרובות 

 .כאשר שתי רמות אפור סמוכות יכולות כתוצאה מהתהליך להתרחק זו מזו ולתת שפה בתמונה

 

ולמנוע , ל"הבאות לשפר את האלגוריתם הנ, ל"קיימות מספר אלטרנטיבות לאלגוריתם הנ

. פתרון אפשרי אחד הוא תוספת רעש לתמונה. ים מהיות התמונה דיסקרטיתאפקטים לא רצויים הנובע

גם כאן מושג , ובאופן דומה לדיון בקוונטיזציה, Tהוספת רעש יכולה להיעשות לפני או אחרי הפעולה 

 -אפשרות שניה היא להכניס מרכיב הסתברותי בפעולת ה. אפקט של ניטרול העקומים המלאכותיים

LUT .חסר פיקסל אחד בעמודת , 1 למוצא 2 - ו1לאחר מיפויים של , 5.5ס לדוגמה אם נתייח, למשל

אם , לכן.  רמות אפור3 -מאוכלסת ב, לעומת זאת, 3רמת הכניסה ).  פיקסלים4שגובהה (המוצא 

נקבל היסטוגרמת , 2 נעביר למוצא 0.6667ובהסתברות , 1 - ל3 נעביר את הכניסה 0.3333בהסתברות 

 .אך אנו נסתפק באלה, ישם עוד פתרונות מגוונים. )בממוצע(מוצא כנדרש 
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התאמת  \נראה מספר דוגמאות להמחשת תוצאות תהליך יישור, כצעד אחרון בפרק זה 

הגרף הכחול מתאר .  מספקים תמונת מקור ותוצאת יישור היסטוגרמה5.13 - ו5.12ציורים . ההיסטוגרמה

 .) סיביות7י "פיקסל מיוצג ע, בכל המקרים ( הנדרשLUT -את ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

היסטוגרמת 

]כניסה  ]xhf

היסטוגרמת 

x[hg[יציאה 

x x 

  המוצעLUT - היסטוגרמות כניסה ויציאה לשתי תמונות עם ה– 5.11ציור 
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 ) הנדרשLUT - ה–בכחול ( תמונת מבחן ותוצאת יישור היסטוגרמה עבורה – 5.12ציור 
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שורות (נתונות שתי תמונות בעלות אופי דומה .  מראה תהליך של התאמת היסטוגרמות5.14ציור 

לוקחים את התמונה המקולקלת . ונדרש לנקותה, כשאחת מהן מזוהמת, )עליונה ואמצעית בציור

התוצאה מוצגת בשורה . תמונה הנקיה לשם קבלת היסטוגרמה זהה לזו של הLUTומבצעים עליה פעולת 

התמונה נקיה . ורואים כי אמנם ההיסטוגרמה במוצא התהליך זהה להיסטוגרמת הייחוס, התחתונה

 .כמתואר בגרף הכחול בציור, הפעולה שנמצאה להיות היא השוואה לסף כלשהו, ובעצם, יותר

 

,  משפר את התמונההתאמת היסטוגרמה אינו בהכרח\לסיכום דיון זה חשוב לומר כי יישור

תמונות בהן לא צפוי פיזור אחיד של רמות אפור הן תמונות בהן . וקורה לא אחת שהתמונה אף ניזוקה

טקסט הנראות \זה נכון למשל לתמונות בהן צילום של גרפיקה. תהליך יישור ההיסטוגרמה צפוי להזיק

טרות קטנות יחסית אך חשובות תמונות בהן מ, תמונות בהן גוון אחד דומיננטי מאוד, כמעט בינאריות

 ). אך הן מושפעות ממנו בפועל, אין להן השפעה על היישור, בשל גודלן(
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 ) הנדרשLUT - ה–בכחול ( תמונת מבחן ותוצאות יישור היסטוגרמה – 5.13ציור 
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 –שורה עליונה .  המחשת תהליך להתאמת היסטוגרמות לשם ניקוי תמונה– 5.14ציור 
 .  תמונה הדורשת עיבוד–שורה אמצעית . סטוגרמה שלהתמונת יחוס עם ההי

  תוצאת התאמת ההיסטוגרמה של התמונה העליונה לזו האמצעית–שורה תחתונה 
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 פעולות מרחביות בסיסיות. 3

 

 ערך מוצא המערכת תלוי -  אשר הינן פעולות חסרות זיכרון מרחבי LUTעד כה עסקנו בפעולות  

אך ברור כי מגוון ,  בפשטותה LUTיתרונה של פעולת. בערך הסקלארי של ערך הכניסה באותו מקום

ותר אשר עדיין תהיה פשוטה פעולה כללית מעט י. התוצאות הניתנות להשגה באמצעותה מוגבל למדי

מוצא המערכת הפעם יהיה תלוי , כלומר. יחסית היא פעולה מרחבית הפועלת על סביבת שכנים מצומצמת

קבועה , פעולה כזו יכולה להיות ליניארית או לא ליניארית. בפיקסל הכניסה ומספר פיקסלים שכנים לו

במסגרת סעיף זה נתמקד . מערכת מעין זו הופכת להיות מקרה פרטי של LUTופעולת , או משתנה במקום

 ).ליניאריות ושאינן ליניאריות(בפעולות קבועות במקום 

 

אנו בעצם דנים במסנן , אם אנו דנים במערכת ליניארית על סביבה סמוכה לפיקסל, באופן כללי 

FIRי מסנני "סינון ליניארי של תמונה נעשה ע, ברוב מוחלט של המקרים, ואמנם. מימדי- דוFIR . מסנן

, י תגובתו להלם אשר ניתנת לתיאור כסדרת המשקלות המכפילות כל פיקסל בסביבה"כזה יאופיין ע

 .נמחיש זאת דרך דוגמה). Kernel(מימדית הקרויה גרעין -המתוארות במטריצה דו

 

 תהיה] m,n[אם פעולת הסינון על הפיקסל : 5.6דוגמה 

 

[ ] 54321 ]1n,m[In]n,1m[In]1n,m[In]n,1m[In]n,m[Inn,mOut α++α++α−+α−+α= 

 

 י" נתון עFIR -אזי הגרעין של מסנן ה
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י הנחתו "והגרעין מופעל על התמונה ע, כאשר הראשית במישור האינדקסים מצויה למעלה בצד שמאל

. חישוב סכום המכפלות בין המשקלות וערכי הפיקסלים של התמונה המטופלתו] m,n[כמסכה במקום 

 ]. m,n[איבר האמצע בגרעין מתייחס למיקום 

 

חידוד ,  ניקוי תמונה מרעש-מסנן לשיפור תמונות רווח לשלושה יישומים עיקריים השימוש ב 

רעש יכול להצטרף לתמונה כתוצאה מלכלוך : באשר לדיכוי רעש בתמונה. ומציאת שפות בתמונה, תמונה

בדרך כלל מקובל . ועוד, הפרעות שידור לתמונה מועברת בערוץ תקשורת, על תמונה שאמורה להיסרק

 s[m,n] הינה סכום של התמונה המקורית f[m,n]לפיו התמונה הרועשת ) חיבורי(ל אדיטיבי להניח מוד

ישנן גם מערכות צילום בהן הרעש הינו דווקא . f[m,n]=s[m,n]+ d[m,n]כלומר , d[m,n]ותמונת רעש 

 . אך אנו לא נעסוק בהן במסגרת זו, בו הרעש כופל את התמונה האידיאלית, )מכפלתי(מולטיפליקטיבי 
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משמעות הנחה זו היא . הומוגני  ולבן, בדרך כלל אות הרעש יונח להיות אקראי בעל ממוצע אפס

לחוק פילוג זה ,   מפולגים לפי אותו חוק פילוג בכל מקום בתמונהdשערכי הפיקסלים בתמונת הרעש 

 מתוך ידיעת -במלים אחרות . ואין קורלציה בין פיקסלים סמוכים, קבועה) ווריאנס(ממוצע אפס ועוצמה 

בדרך כלל אף נהוג להניח כי הרעש הוא בעל חוק .  לא נוכל להקיש דבר על ערכי שכניוd[m,n]ערכו של 

 .פילוג גאוסי

 

הפרעה באות דיבור למשל תהווה . וזהו באמת מקורו,  המושג רעש מתאים יותר לאות שמע:הערה

המושג רעש תפס גם , בפועל". כלוךל"הפרעה הייתה צריכה להיקרא , לפי הגיון זה, בתמונות". רעש"

 . והכוונה לאות אקראי לא רצוי, בתמונות

 

י "ואת זאת לעשות ע, s מתוך ידיעת התמונה fהבעיה אם כך היא לנסות ולבנות את התמונה 

כיוון שכפי ,  מלמדת הרבה על ערכי שכניוf[m,n]ידיעת ערכו של הפיקסל  , בניגוד לרעש. סינון ליניארי

זוהי בדיוק ). ואולי אפילו זהים(ערכי פיקסלים סמוכים הם לרוב קרובים , פרק ראשוןשכבר ראינו ב

 . האבחנה שבזכותה אנו יכולים לנקות רעש מתמונה

 

ונניח שהמסנן פועל בגרעין , נתחיל את הניתוח מתוך הנחה שערכי השכנים צריכים להיות זהים

אנו מחפשים מהו , ]m,n[ סביב הנקודה 3על  3כשאנו מסתכלים בחלון של .  פיקסלים3 על 3בגודל של 

אנו , למעשה.  ואשר יהיה קרוב לכל תשעת הערכים בחלוןs[m,n] שיחליף את f[m,n[הערך האחד 

 :מחפשים את המינימום לביטוי הבא
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  בעל הגרעיןיש להפעיל על התמונה מסנן ליניארי, כלומר

 
















=

111
111
111

9
1K 

 



  עיבודים בסיסיים לתמונות - 5פרק 

 - 97 -

הוא נותן סכום של שני ממוצעים , )s[m,n]=f[m,n]+d[m,n]אשר כזכור הוא  (s[m,n]כשמסנן זה פועל על 

 3 על 3 הערכים בסביבת f -אם אמנם ב. d ומיצוע מקומי של התמונה f מיצוע מקומי של התמונה -

 משתנים 9מיצוע של , לעומת זאת.   עצמוf -מוהו כ כfהרי שממוצע מקומי של , קרובים מאוד זה לזה

39אקראיים שווי פילוג הוא משתנה אקראי חדש בו השונות קטנה פי  וכך יצא שעוצמת הרעש , =

 . הוקטנה

 

 נקבל דיכוי עוצמת הרעש 5 על 5 אם נעבוד על חלון של - 3 על 3מדוע אם כך להסתפק בחלון של  

וכך נקבל כי .  נשברת והולכתf -הנחתנו על ערכי רמות אפור קבועים ב,  עם הגדלת החלון-אבל . 5בפקטור 

 מראה תוצאת הסינון עם 5.15ציור . אך עמו נקבל גם אפקט של טשטוש התמונה, אמנם הרעש ייקטן יפה

 גדול האזורים בהם הכי. אך עמו גם פירטי התמונה, הרעש אמנם פוחת, וכפי שרואים, חלונות בגודל שונה

 .בהם הנחת רמת אפור קבועה היא הנחה שגויה, )שפות בתמונה(הנזק אם אזורי המעברים 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

עם (ל " לכל אחת מהתמונות הנf[m,n]נוכל לחשב את ההפרש בין תמונת המקור , כדי לראות אם שיפרנו

רצוי גם לחלק במספר . הפרשים אלוולסכם את ריבועי , )5 על 5י " וסינון ע3 על 3י "סינון ע, רעש

ימין .  תמונת מקור- שמאל למעלה -י מסנן ליניארי " ניקוי רעש ע- 5.15ציור 
 -שמאל למטה ). 255 לרמות אפור עד σ=15( תמונה עם רעש גאוסי ולבן -למעלה 

 .5 על 5ל עם חלון " כנ-ימין למטה . 3 על 3י חלון "ניקוי ע
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הנוסחה אם . על מנת לקבל מספר ביחידות של רמות אפור, הפיקסלים בתמונה ולהוציא שורש מהתוצאה

 :כך היא

( )∑ −∑=
==

N

1n

2M

1m
]n,m[f̂]n,m[f

MN
1Error 

 

קריטריון זה קרוי שגיאה ריבועית ממוצעת . m,n[f[ היא התוצאה שלנו המנסה לקרב את f̂]n,m[כאשר 

)Mean Squared Error - MSE( ,ברור כי שימוש . והוא רווח בעיבוד תמונות כמדד לאיכות תהליכי עיבוד

ברור כי ככל שערכו של סכום זה ). בטרם הצטרפות הרעש(בו אפשרי רק כאשר זמינה לנו תמונת המקור 

 היא ל נותנת כי השגיאה המיוחסת לתמונה הרועשת"התוצאה למקרה הנ. קטן יותר השיפור טוב יותר

, 9.8 התקבלה שגיאה של  3 על 3לתמונה לאחר סינון .   זוהי כמעט בדיוק השונות בה השתמשנו- 15.01

נשים לב כי אם .  טוב יותר3 על 3אך סינון , בשני המקרים חל שיפור. 13.38 שגיאה של 5 על 5ולסינון 

לפי יחסי דיכוי רעש בלבד (וב  בקירוב ט3 - ו5התמונה היתה קבועה לגמרי היינו צפויים לקבל שגיאות של 

 .וזו הולכת ומחריפה עם הגדלת החלון, השגיאה גדולה יותר, בשל היות התמונה לא קבועה). 5 - ו3

 

זהו המקרה בו בעצם לא הופעל  (×11עברנו מחלון של : שאלה מעניינת היא השאלה הבאה

ערכים זהים (כשבכל המקרים קיבלנו מסנן אחיד  , ×55וממנו לחלון בגודל , ×33לחלון בגודל , )סינון

התשובה לכך נעוצה ? האם אנו יכולים להציע דרך אותה גישה מגוון רחב יותר של פילטרים). בגרעין

 אם נכניס לשגיאות הריבועיות משקלות לפי החשיבות לכל פיקסל . בביטוי שאותו הבאנו למינימום
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 :והפעם הגרעין יהיה























−
−

−−−−

∑∑
=

−=−=
OMN

LL

NMO

]1,1[c]0,1[c]1,1[c
]1,0[c]0,0[c]1,0[c
]1,1[c]0,1[c]1,1[c

]j,k[c

1K L

Lj

L

Lk

 

 



  עיבודים בסיסיים לתמונות - 5פרק 

 - 99 -

גישה אפשרית אחת היא כערכים הדועכים לפי המרחק האויקלידי ? כיצד נקבע את המשקלות

 על 3לחלון , למשל). רוחבו(קצב הדעיכה יקבע בפועל את התמך האפקטיבי של המסנן שייווצר . מהמרכז

 : משקלות כ ניתן לקבוע את ה3

 

c[0,0]=1 ,c[0,1]=c[1,0]=c[-1,0]=c[0,-1]=0.5 ,ו- c[-1,-1]=c[-1,1]=c[1,-1]=c[1,1]=0.25 

 

 :והגרעין יהיה
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- דוLPFכלומר תכנון המסנן כמסנן , ל יכולנו לתאר מתוך שיקולים ספקטרליים"את התהליך הנ 

 קבועה בקירוב במקום f[m,n]לומר שהתמונה : רים כאןנראה את עיקרי הדב. מימדי במישור התדר

כלומר יש (שקול לאמירה שתמונה זו בעלת התמרת תדר הדועכת מהר לאפס כשמתרחקים מהראשית 

מכאן (הרעש הוא בעל ספקטרום אחיד בכל התדרים , לעומת זאת). ספקטרום עם תדרים נמוכים בלבד

סינון , לכן). שה שימוש בכל אורכי הגל באופן אחיד לבן הוא צבע העו-" רעש לבן"למעשה בא המושג 

. f[m,n] שאינו מזיק כמעט בכלל לתמונה  LPFפגיעה בתמונת המקור מחייב מסנן -הרעש תוך כדי אי

 . f[m,n]אלא תלוי בהתמרת התדר של התמונה ,  צר כרצוננו LPFהמסנן לא יכול להיות , לכן

 

ניתן כתחליף להגדיר את . נו כל שגיאה בריבועבקריטריון שהוצע לעיל לבניית המסנן העלי 

 :י ערך מוחלט כ"השגיאה ע

{ } Minimum]n,m[f]jn,km[s]n,m[f
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והמטריקה החדשה אינה , השינוי הוא במהותו שינוי המטריקה המודדת את המרחק בין שתי תמונות

 . (Median)הבאת ביטוי זה למינימום מניבה את המסנן הידוע בשם סינון חציון . פחות נכונה מקודמתה
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) -נניח כי אוסף ה )21L2 ). ללא כל חשיבות למקומם( הפיקסלים בחלון סודרו בסדר עולה לפי ערכיהם +

)1L2L2( -ל למינימום הוא הערך האמצעי "הערך שיביא את הביטוי הנ, אזי 2  3עבור חלון , למשל. ++

מדוע האיבר . 13 - יהיה זה האיבר ה5 על 5בחלון . 9ר האמצעי הוא  החמישי מתוך האיב, )L=1בו  (3על 

, מחצית בעלי סימן חיובי, ל בעלי סימן שלילי"כיוון שאז מחצית מהאיברים בסכימה הנ? האמצעי דווקא

 .סכימת הסימנים תיתן התאפסות הנגזרת כנדרש. ואיבר האמצע נותן ערך אפס
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 Order(מסנן זה שייך למשפחה של מסנני סדר .  אינו ליניארי-ציון  סינון ח-המסנן שהתקבל  

Filters( , בהם מוצא המסנן תלוי בסידור)Sorting (ניתן גם להציע בחירה של . של ערכי הכניסה

 .וישנם יישומים העושים שימוש במסננים מעין אלו, מינימלי בחלון\המקסימלי

 

מהו (התשובה תלויה בטיבו של הרעש האדיטיבי ? יון ליניארי או חצ-אז איזה סינון יותר טוב  

מקובל כי , ככלל. ועוד)  או מדד אחרMSEהאם (מהי הגישה לבחון את התוצאות , )חוק הפילוג שלו

 נשמע יותר Salt & pepper (הקרוי גם רעש מלח ופלפל , רעש שיאים. ברעשי שיאים סינון חציון יותר טוב

לבן מוחלט באופן \לים במיקום אקראי משנים את ערכם לשחורהוא רעש בו פיקס, )אמין משום מה

 .בדוגמה הבאה ננסה להמחיש מדוע סינון מדיין טוב כל כך בטיפול ברעשי שיאים. אקראי

 

בחלון מסויים התקבלו . 3 על 3 נניח כי אנו משווים סינון ליניארי אחיד וסינון חציון בחלון של :5.7דוגמה 

ערך הממוצע ). תשעה ערכים ומיקומם לא חשוב ({75 75 70 65 65 60 60 55 50} -הערכים הבאים 

 - השתנה כתוצאה מרעש וערכו גדל ל75נניח כעת כי הערך .  אין הבדל גדול- 65 והחציון יהיה  ≈64יהיה 

שינוי כל שינוי באחד המספרים יגרום ל! בעוד שהחציון לא ישתנה כלל, 84הממוצע החדש יהיה . 255

בחישוב החציון שינוי של אחד מארבעת הערכים , לעומת זאת. בתוצאת הממוצע) אך מוקטן(מיידי 

נניח כי חוזרים , כמקרה שני. הנמוכים מטה או שינוי של אחד מארבעת הגבוהים מעלה לא תשנה דבר

 הממוצע ואילו, 65החציון יהיה עדיין , במקרה כזה. 255 עובר להיות 60לערכים המקוריים והערך 

 . שוב שינוי משמעותי- 85האלגברי ייתן 

 

 מהפיקסלים 20% בה Salt & pepper מתוארת תמונה אשר אליה צורף רעש 5.16בציור  

מסנן חציון , כפי שניתן לראות). שחור ולבן בהסתברות שווה(ברעש שיאים לשני הכיוונים " נגועים"

בעוד שהמסנן הליניארי מניב , ים בתמונהמצליח להתגבר על מרבית הרעש תוך שמירת מרבית הפרט

 .תוצאה ירודה למדי באיכותה

 

 רעש -כגון האמירה (חשוב לציין כי כאשר מניחים ידע כלשהו על סטטיסטיקת הרעש האדיטיבי  

בהשוואה לגישה , דיכוי הרעש יכול להיעשות מתוך שיקולים תיאורטיים מוצקים יותר, )'לבן גאוסי וכו

 . בו נדבר על שחזור תמונות, אה זאת במסגרת פרק הבאאנו נר. שתוארה כאן

 

. מגשימים היא פעולת חידוד תמונה) ליניאריים ושאינם ליניאריים(משימה שניה שמסננים  

. ולכן הדגשת שפות היא משימה חשובה, המידע העיקרי בתמונה הם שפות העצמים המופיעים בה

בעוד שפנים , )בגלל המעברים החדים(בוהים שפות הם מידע בעל תדרים ג, בהסתכלות בתחום התדר

חידוד שפות פירושו מסנן אשר יעבוד על התדרים הגבוהים וידגיש , לכן. העצמים מיוחס לתדרים נמוכים

חידוד תמונה בא , לכן.  כפי שתוארה קודםLPFי "זוהי בדיוק פעולה הפוכה לפעולת ניקוי הרעש ע. אותם

העיקרון באלגוריתמי חידוד תמונה הוא להעביר את . מרעשבחשבון רק עבור תמונות נקיות יחסית 

ולחבר את מוצא מסנן זה לאחר מישקול נאות לתמונה ) מסנן מעביר גבוהים (HPFהתמונה דרך 

 LPFוליישם , LPF-1 הוא עצם HPL, ובכן ? HPF כיצד מממשים -השאלה המתבקשת היא . המקורית

  יהיה HPL -ה,  אחיד3 על 3ט בו מוצע גרעין של  הפשו LPF -עבור ה, לדוגמה. אנו כבר יודעים
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המסנן הכולל שיבצע את פעולת החידוד , לכן). ?למה (0 יהיה תמיד בעל סכום איברים השווה  HPFמסנן 

 :במקרה זה יהיה
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, נקבל אפקט חידוד חזק יותר ויותר, חיובי וגדלα-וכש,  נקבל את תמונת המקור בדיוקα=0עבור 

 מראה תוצאת 5.17ציור .  תתקבל תוצאה כה חדה שתיראה לא טבעית ולא יפה, ומנקודה מסוימת ואילך

 . לאחר טשטוש קלLena מקור בחרנו לקחת את כתמונת. ל" עם המסנן הנαחידוד תמונה למגוון ערכי 

 

 

ותמונה ) למעלה( מקור -עמודה שמאלית . י מסנן ליניארי ומסנן חציון" סינון רעש ע- 5.16ציור 
 ). למטה (5 על 5וחציון ) למעלה (3 על 3 חציון -עמודה אמצעית . רועשת

 למטה (5 על 5יארי וסינון לינ) למעלה (3 על 3 סינון ליניארי -עמודה ימנית 
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 י" לטובת חידוד שפות הוא אופרטור הלפלסיאן הנתון ע HPFמסנן שרווח בו השימוש כמסנן 
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 .לאופרטור זה קשר הדוק לאופרטור הנגזרת השניה הרציף, כפי שנראה בהמשך

 

אנו רואים . מימדיים- ממחיש את התהליך עבור אותות חד5.18ציור ? ידודמה קורה בתהליך הח

. כנדרש, ורואים כי נגזרת שניה המוחסרת מאות המקור נותנת אפקט של מעבר חד יותר, שפה מטושטשת

לעת עתה שאלות אלו פתוחות כיוון שלא ענינו על שאלה ? מדוע נגזרת שניה? מדוע סימן שלילי לנגזרת

, בכל אופן?  שרצינו מלכתחילהHPF -ומסנן ה) ראשונה ושניה( מה הקשר בין נגזרות -בסיסית יותר 

 הפעלת מסנן כדוגמת הלפלסיאן נותנת ערך קרוב לאפס -אינטואיטיבית נוכל לומר את הדבר הבא 

במקומות בהם . במקומות אלו לא יורגש כלל החידוד. באזורים בהם רמת האפור מהווה מישור מוטה

פירוש הדבר הוא שהפיקסל הנוכחי גבוה יותר מממוצע , אן גבוהה משמעותית מאפסתוצאת הלפלסי

, יש להגדיל עוד את ההפרש בין הפיקסל לבין שכניו, על מנת לחדדו.  ישנו שם פרט-כלומר . ארבעת שכניו

 .תהליך דומה קורה לערכים שליליים. וזוהי בדיוק הפעולה המתבצעת

 

 ותוצאות חידוד שפות למגוון ערכי ) שמאל למעלה( תמונת מקור - 5.17ציור 
α- 0.1) ימין למטה (1 -ו, )שמאל למטה (0.3, )ימין למעלה.( 
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כזכור . מימדי-וקירוב נגזרות מעל שריג דיסקרטי דו, ור כעת לדון במציאת שפות בתמונהנעב 

 היא גובהו f(x,y)כשרמת האפור , מעל המישור) פונקציה(אנו יכולים להתייחס לתמונה כמשטח , 1מפרק 

 . את הגרדיאנט בכל נקודה(x,y)לפונקציה זו אנו יכולים לחשב בנקודה . (x,y)של המשטח בנקודה 

 :אשר ברצף מוגדר לפי, הגרדיאנט הוא וקטור הבנוי מהנגזרת האופקית והנגזרת האנכית

 

( ) ( ) ( ) ŷ
y

y,xfx̂
x

y,xfy,xf
∂

∂
+

∂
∂

=∇ 

 

חישוב ערכו המוחלט יכול לומר לנו האם הנקודה בה אנו עומדים היא . לוקטור הגרדיאנט חשיבות רבה

 :י" נתונה ענורמה זו. שהרי נורמה גדולה לגרדיאנט פירושה שיפוע חזק, שפה או לא

 

( ) ( ) ( ) 22
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y,xf
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y,xfy,xf 
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 אות נתון הדורש חידוד

נגזרת ראשונה של האות 
 הנדון

נגזרת שניה של האות 
 הנתון

גזרת חיבור המקור לנ
 )בסימן הפוך(השניה 

 מימדיים- המחשת תהליך החידוד לאותות חד- 5.18ציור 
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 :י"מתקבל עאופרטור הלפלסיאן 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2

2
2

y
y,xf

x
y,xfy,xfy,xf

∂

∂
+

∂

∂
=∇=∆ 

 

 י"ע עצבהיה מת, ו היה נעשה ברצףל, חידוד הפונקציה, שהצגנו קודםה כך שאם נחזור למ

 

( ) ( ) ( )y,xfy,xfy,xg ∆α−= 

 

עלינו למצוא דרך לקרב , לכן. טפל בתמונות דיסקרטיותכל האמור לעיל טוב ויפה אך אינו מועיל בבואנו ל

בין ערכים ייצגת הפרשים מברצף כיוון שנגזרת . אליהרעיון הבסיסי פשוט עד טריוי. ות באות דגוםנגזר

 , את הנגזרת האופקיתהיא לקבועשת קבהצעה מת, רחק זהסמוכים במרחק אינפיטיסימלי וחלוקה במ

הבעיה היא שכשאנו . 1תוך הנחה שהמרחק ביניהם הוא , כהפרש בין דגימות סמוכות באותה שורה, למשל

 :שנן שתי אפשרויותי, [m,n]עומדים על הדגימה 

 

]n,m[f]n,1m[for]n,1m[f]n,m[f
x
f

−+−−→
∂
∂

 

 

 :באופן דומה לגזירה אנכית. והשניה גזירה קדמית, גזירה אחוריתהאפשרות הראשונה קרויה 

 

]n,m[f]1n,m[for]1n,m[f]n,m[f
y
f

−+−−→
∂
∂

 

 

 : לפיתזירה מרכזיל ניתן להציע ג"כתחליף להגדרות הנ

 

[ ]

[ ]]1n,m[f]1n,m[f
2
1

y
f

]n,1m[f]n,1m[f
2
1

x
f

−−+→
∂
∂

−−+→
∂
∂

 

 

 :הגזירה שניה אופקית תהי, כןל. הפרש על הנגזרת עצמהגזירה שניה היא , קו הגיון זהבהמשך ישיר ל

 

( ) ( ) ]n,m[f2]n,1m[f]n,1m[f]n,1m[f]n,m[f]n,m[f]n,1m[f
x
f
2

2
−−++=−−−−+→

∂

∂
 

 

כלומר כזו (נגזרת שניה מאוזנת מנת לקבל על במשולב ית רוכשהפעם עשינו שימוש בגזירה הקדמית והאח

 :י" מתקבל עהדיסקרטיאופרטור הלפלסיאן , יללפי האמור לע. )שממורכזת במקום הנכון
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  . בחידודנוכשד, כבר ראינו מסנן זה קודם לכןו

 

חיצי , כצפוי. י נגזרת מרכזית" חושבו עאשר,  הגרדיאנטתמונה ועליה חיצי מוצגת 5.19בציור  

 .רבית במשטח התמונהיה המיהגרדיאנט מצביעים לכיוון העל

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הסף נבחר כך . לו לסףנט והשוואת הנורמה שחישוב הגרדיאי "ע מראה תמונה ומציאת שפותיה 5.20 ציור

 מכלל 20% - ו15%, 10%הציור מראה העברה של . ותושאחוז שנקבע מראש של ערכים יעבור א

 .ובאופן רובסטי לערכו של הסף, השפות בתמונה מתגלות יפהוניכר כי , הפיקסלים

 

אין זה מפתיע כיוון .  רגיש מאוד לרעש אדיטיביף זה נזכיר כי חישוב נגזרותכנקודה אחרונה בסעי 

. עיקר האינפורמציה היא הרעש ולא תמונת המקורבהם ,  חזק יותר בתדרים הגבוהים מתבטארעשש

ת להתגבר על מנ. הוא יוגבר ויזיק, ן אם רעש קייםולכ, ולת גזירה היא פעולת חיזוק התדרים הגבוהיםפע

  אם. ותבטרם חישוב הנגזר, על התמונה לשם דיכוי הרעש בה מקובל לבצע סינון מקדים על בעיה זו

 

( ) ( )
( ) ( )

]n,m[f4]1n,m[f]1n,m[f]n,1m[f]n,1m[f
]1n,m[f]n,m[f]n,m[f]1n,m[f
]n,1m[f]n,m[f]n,m[f]n,1m[f]n,m[f

−−+++−++=
=−−−−++

+−−−−+=∆

 לפי בו נומריתשט שחווקטורי הגרדיא תמונה ועליה מפת - 5.19ציור 
 נגזרת מרכזית
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, )!ת שהראינו הינן ליניאריותוכל הנגזרו( והגזירה ליניארית )כפי שמקובל(ליניארי א הסינון המקדים הו

,  אחיד3 על 3 אם הסינון המקדים הוא ,למשל.  אחדהרי שהמסנן הכולל ליניארי וניתן לביצוע כמסנן

 :המסנן הכולל יהיה, נו לבצע גזירה אופקית ממורכזתורצונ
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 . תוצאה די צפויה-מקום בין פיקסלים בודדים ואנו רואים כאן הפרש אופקי בין ממוצעי אזורים ב

תמונת , )שמאל למעלה(תמונת מקור . י נורמת הגרדיאנט" גילוי שפות ע-  5.20ציור 
  15%העברת , )ימין למעלה( מהפיקסלים 20%גרדיאנט לאחר סף המעביר 

 .)ימין למטה( מהפיקסלים 10% -ו, )שמאל למטה( מהפיקסלים
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  פעולות מרחביות מסתגלות5.4

 

אך משותפת לכולן , במסגרת הסעיף הקודם הכרנו פעולות סינון ליניאריות ושאינן ליניאריות 

באופן עקרוני ברור כי עם פעולות שמשתנות במקום ניתן להשיג . הייתה התכונה שהם קבועים במקום

וללא מענה מוצלח , א שאלה קשהאך הקביעה כיצד המסנן יהיה תלוי במקום הי, תוצאות טובות יותר

במסגרת סעיף זה נראה מספר מצומצם של מסננים תלויי מקום ונציג תוצאות . לא השגנו דבר, עליה

 . אופייניות להן

 

הבעיה בה מנסה מסנן זה לטפל היא תיקון . Wallisהאלגוריתם הראשון אותו נציג קרוי מסנן  

,  בתמונה מנוצלים מספר מצומצם של ערכי רמות אפורכבר ראינו שכאשר. תחום דינאמי וחידוד התמונה

מה קורה אם בתמונה מנוצלות . פעולת מתיחת קונטרסט או יישור היסטוגרמה מצליחים להשיג שיפור

, כך שלמשל באזור מסוים ישנם רק גוונים כהים ולא רואים פרטים, אך באופן שאינו מוצלח, הרמות כולן

אך בפרטים קשה , במצב כזה כל הגוונים מצויים? ב לא רואים פרטיםובאזור אחר רק גוונים בהירים ושו

 .  פעולה לוקלית במקום פעולה גלובלית-הפתרון לבעיה זו הינו מתיחה לוקלית של רמות האפור . להבחין

 

, י חישוב בכל פיקסל של היסטוגרמת הסביבה"מתיחת היסטוגרמה לוקלית יכולה להיעשות ע 

כך שאם רמת האפור של הפיקסל המרכזי מצויה בצד התחתון ,  היסטוגרמה זופי-ותיקון ערך הפיקסל על

, ובאופן דומה, ובכך להשיג חידוד מקומי, יש להקטין את רמת האפור עוד, של ההיסטוגרמה הלוקלית

שכן בניית , הבעיה עם גישה פשטנית זו היא מורכבותה החישובית. אם היא בצד העליון יש להעלותה

 . כל פיקסל היא פעולה כבדההיסטוגרמה סביב 

 

במקום , ולכן,  מציע להניח כי היסטוגרמות לוקליות הן בקירוב גאוסיותWallisמסנן , כתחליף

נתחיל את תיאור האלגוריתם .  ממוצע ושונות-נדרש רק חישוב של שני פרמטרים , לבנותן במלואן

אם נניח כי התמונה הנתונה היא . בתיאור דרך החישוב של הממוצע והשונות באופן מקומי בצורה נוחה

x[m,n] ,י קונבולוציה עם מסנן בצורת גאוסיין רחב אשר רוחבו "חישוב הממוצע בכל פיקסל נעשה עσ 

 על 15מסנן זה נבנה כמטריצה של ).  פיקסליםσ=−103ערך מומלץ הוא (קובע עד כמה הפעולה לוקלית 

 :י המשוואה"ע) רירותיתבחירה ש (15

 

( ) ( )

( ) ( )
15m,n1

2
8j8kexp
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8n8mexp
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2215

1k

2

22

≤≤

∑












σ

−+−
∑













σ

−+−

=

==

σ 

 :תמונת הממוצע תהיה, לכן

 

]m,n[G]n,m[x]n,m[MIn σ⊗= 

 

העלאת התוצאה , י החסרת תמונת הממוצע מהתמונה המקורית"קירוב השונות בכל פיקסל נעשית ע

 :כלומר, ושוב קונבולוציה עם אותו מסנן גאוסי, בריבוע
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( ) ]m,n[G]n,m[M]n,m[x]n,m[S 2
InIn σ⊗−= 

 

 הוא משתנה אקראי חדש בעל S/(x-M)הערך , S ושונות M בעל ממוצע  xידוע כי בהינתן משתנה אקראי

ורצוננו להמירו , 1 בעל ממוצע אפס ושונות xאם נתון משתנה אקראי , באופן דומה. 1ממוצע אפס ושונות 

גיע בכל פיקסל אם רצוננו לה, לכן. Sx+M -עלינו לבצע את הפעולה , S ושונות  Mלהיות בעל ממוצע 

 :אזי עלינו לבצע את הפעולה הבאה, )40למשל  (0Sולשונות יעד , )128 -למשל  (0Mלממוצע יעד 

 

00
In

In
new MS

]n,m[S
]n,m[M]n,m[x]n,m[x +

−
= 

 

. ומשם הומר לערכי היעד, 1 ושונות 0תחילה נורמל המשתנה האקראי להיות בעל ממוצע , כפי שראוים

מסנן זה . בסביבת הפיקסל) S - וMתמונות -בשל השימוש ב(אך תלויה , ל היא פעולה מקומית"פעולה הנה

 ! אינו ליניארי ואינו חסר זכרון

 

זהים ) 0M,0S(כיוון שכפיית ממוצע ושונות יעד , למעשה שיטה זו מניבה תוצאות קיצוניות מידי

, י קביעת תמונות לממוצע ולשונות היעד"ריסון לאלגוריתם זה מוצע ע. ם היא דרישה חזקהבכל מקו

 :לכן. כממוצע משוקלל של הערכים המקוריים וערכי היעד הקבועים

 

( )
( )

]n,m[M]n,m[S
]n,m[S

]n,m[M]n,m[x]n,m[x

S]n,m[S1]n,m[S
M]n,m[M1]n,m[M

DestDest
In

In
new

0InDest

0InDest

+
−

=⇒

α+α−=
α+α−=

 

 

עבור . נותן את האלגוריתם הקיצוניα=1 -ושימוש ב,  לא משנה את התמונהα=0 -שימוש ב, בגישה זו

 מראה תמונת מקור 5.21ציור . ערכי ביניים נקבל אפקט נאה של חידוד ומתיחת קונטרסט לוקליים

 . α למגוון ערכי Wallisותוצאות העיבוד עם מסנן 

 

) LPF(החלקה כבר ראינו כי . האלגוריתם הבא בו נדון נועד לנקות תמונה מרעש אדיטיבי 

החלקה גורמת , באזורי שפות, לעומת זאת. מצליחה יפה בניקוי רעש כאשר מדובר באזורים חלקים

 -הרעיון אם כך הוא להפעיל מסנן גאוסי בעל שונות תלויית מקום . לתופעה הצורמת לצופה האנושי

ש יידחה יפה כך נקבל כי רע. ובאזור שפה או מרקם המסנן יהיה צר, באזור חלק המסנן יהיה רחב

 . וכמעט לא יידחה כלל באזורי שפה, במקומות החלקים

 

אותה אנו מנצלים , "תופעת המיסוך"במערכת הראיה האנושית קיימת תופעה הקרויה , למעשה

ושם אנו עושים עבודה טובה של , מסתבר כי קיומו של הרעש צורם לנו הרבה יותר באזורים חלקים. כאן

 . ולכן ניתן להשאירו, שפות איננו כה רגישים לקיומו של רעשבאזורי , לעומת זאת. דיכויו
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תמונת הממוצע ) ימין(, תמונת מקור) שמאל( שורה עליונה - Wallis תוצאות סינון - 5.21ציור 
, α=1.0תוצאת הסינון עם ) ימין(, תמונת השונות המקומית) שמאל(מצעית שורה א, המקומי

 .α=1תוצאת הסינון עם ) ימין(, α=4.0תוצאת הסינון עם ) שמאל(שורה תחתונה 
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, אפשרות אחת היא לבצע גזירה כפי שתואר בסעיף קודם? כיצד נקבע אם אזור הוא כולל שפה

מה של ברור כי גישה זו חייבת לבוא עם החלקה מקדי. ולהתייחס לערכים המוחלטים של הגרדיאנט

גישה אחרת בא אנו נעשה שימוש היא . התמונה לשם מניעת השפעה רעה של הרעש המצוי בתמונה

נדרש לבנות סט של . Wallis -בדיוק כמו זו שנבנתה עבור מסנן ה, להשתמש בתמונת שונויות מקומיות

  רוחב - גבוהה  שונות-ביחס הפוך לה (ולבחור מסנן לפי ערך השונות , מסננים גאוסיים בעלי רוחב משתנה

 מראה תוצאות של 5.23וציור ,  מראה את המסננים הגאוסיים בהם בחרנו לעשות שימוש5.22ציור ). נמוך

 - ל1לפי אינדקסים בין (בציור זה מתוארת גם תמונת בחירת המסננים . י מסנן אדפטיבי כזה"ניקוי רעש ע

 ).כמספר המסננים הקיימים, 10

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

כשאנו מפעילים מסנן תלוי פעילות , ל אינו הכי טוב שנוכל לעשות"וריתם הנמסתבר כי האלג

וקשה יהיה , י מסנן רחב תמך"כשאנו באזור שקט אנו פועלים נכון כשאנו מטשטשים ע. מקומית

. וכתוצאה מכך נותר הרעש כבמקורו, אנו בוחרים לא לטשטש, לעומת זאת, באזורי שפה. להתעלות על כך

ראוי להפעיל באזור כזה מסנן בעל צורת שאינה עיגול אשר היה מכסה רק פיקסלים היה , כתחליף לכך

תמך המסנן נבחר להיות עיגול אם אין .  ממחיש רעיון זה באופן גרפי5.24ציור . מהצד הנכון של השפה

, לכן. ולא לחצותו, מתעוות המסנן ומנה להשיק לקו השפה, באשר מתקרבים לשפה. שפה באזור התמך

 .שוקלל המבוצע עם מסנן כזה מערב רק אוכלוסייה מצד אחד של השפהממוצע מ

 

מסתבר כי ניתן לבסס תכנון סינון . לרעיונות אלו של סינון כיווני עומק תאורתי שלא יוצג כאן

ולהראות כי התוצאה הינה נקודת מינימום , י כלים מחשבון וריאציות וגיאומטריה דיפרנציאלית"שכזה ע

אנו נכיר גישה זו באופן מפשוט יותר במסגרת הפרק .  חלקות מסוימת של התמונהשל פונקציה על מידת

 .הדן בשחזור תמונה, הבא

 

 

  עשרת המסננים הגאוסיים בעלי הרוחב השונה- 5.22ציור 
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תמונת ) שמאל(למעלה .  תוצאות סינון אדפטיבי עם גאוסיאן ברוחב משתנה- 5.23ציור 
תוצאת סינון קבוע במקום ברוחב ) שמאל(למטה , תוצאת אלגוריתם הסינון) ימין(, מקור

 תמונת האינדקסים של המסננים לפי המקום) ימין(, ממוצע זהה

  שימוש במסנן בעל חתך לא איזוטרופי לשם השגת - 5.24ציור 
 ית רעש גם ליד שפותדחי
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ניתן להמשיך ולתאר עוד מגוון של מסננים אשר מתאימים עצמם לסביבת הפיקסל לשם קביעת  

למרבית המסננים מהסוג שתואר כאן מבנה עקרוני .  הדיון כאןאך אנו נעצור את, אסטרטגית הטיפול בו

י מידע זה נלקחת החלטה "עפ, בו נעשית בדיקה של אופי המידע בסביבת הפיקסל, 5.25כמתואר בציור 

חשוב להבהיר שאפילו אם המסנן שמיושם בסוף . ולבסוף מבוצעת פעולה תלויית תוכן, איזו פעולה לבצע

בשל שני הבלוקים , אין המסנן הכולל ליניארי, )וף משוקלל של רמות אפורציר, כלומר(הוא ליניארי 

 .האחרים בסכימה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הפיקסל 
x[m,n] 

לימוד אופייה 
של סביבת 
 הפיקסל

החלטה כיצד 
 לפעול

בחירת (
 )פרמטרים

סינון 
האיזור

 תוצאה

  סכימה עקרונית של מסנן תלוי מקום המתאים עצמו לסביבה המטופלת- 5.25ציור 



  שחזור תמונה- 6פרק 

 - 113 -

 
 
 

  שחזור תמונה– 6פרק 
 
 

 

113………….……………….…………………………………  שחזור תמונה – 6פרק 

113 ……………..…………………………………………… בעיית השחזור הקלאסית 6.1

116………………...……………….…….…………………… שיטות שחזור בסיסיות  6.2

MAP …………………………...………………… 122 - וML – משערכים סטטיסטיים 6.3

MAP.. ……………………………………………… 125 - וML חזור מבוסס משערך  ש6.4

132 ………………………….…………………… שיפור פונקציות ההסתברות לתמונות 6.5

140 ………………………………  בעיות היפוך אחרות והקשר לבעיית השחזור הקלאסית6.6

 
 

 

עוררת הבעיה חשובה ומת.  טשטוש ורעש-במסגרת פרק זה נדון בשחזור תמונות מקלקול מסוים  

ונבסס שיטות , אנו נניח כי הן האופרטור המטשטש והן אופי הרעש האדיטיבי ידועים לנו. במערכות רבות

ובעיבוד , זוהי בעיה קלאסית בעיבוד אותות בכלל. לבנייתה של התמונה המקורית אשר קדמה לקלקולים

נדמה כי , תקבלותכשמסתכלים על התוצאות המ, למרות זאת. אשר זכתה לטיפול עשיר, תמונות בפרט

 . עדיין לא  נאמרה המילה בתחום

 

פרק בסטטיסטיקה (תיאור נאות של תחום זה מחייב היכרות עם כלים מתורת השערוך  

 .כך שפרק זה אינו מחייב קריאה נוספת לשלם הבנתו, אנו נציג את הכלים הנחוצים). והסתברות

 

 

 בעיית השחזור הקלאסית .1

 

בידינו מצלמה דיגיטלית ורצוננו לצלם יעד . ותה דרך דוגמהונמחיש א, נתחיל בתיאור הבעיה

 בגודל X[m,n]היינו מצלמים את התמונה , )נטולת הפרעות(היתה המצלמה שלנו אידיאלית לו . כלשהו

LL× .אנו מקבלים תמונה אחרת   , בשל בחירתנו לעשות שימוש במצלמה מאיכות ירודה, לצערנו

Y[m,n]בגודל  LL×) מהם הקלקולים ). ניתן להכניס לתוך הסיפור גם מצב של יצירת תמונה קטנה יותר

כלומר עדשות (אנו נניח כי המצלמה עושה שימוש באופטיקה מאיכות ירודה , ובכן? שהכניסה המצלמה

גרעין , לכן. וע במקוםאנו נניח כי טשטוש זה הוא ליניארי וקב. Hאשר גורמת לטשטוש ) ירודות באיכותן

 . מספר את סיפורה המלא של פעולה זוH[m,n]הטשטוש 
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כאשר המצלמה . ישנם מקרים בהם מקור הטשטוש אינה האופטיקה אלא תנועה של המצלמה

מתוך התמונה המקולקלת ניתן לרוב . Motion Blurתתקבל מריחה כיוונית הקרויה , זהה בזמן החשיפה

 .הינו ליניארי וקבוע במקוםלחשב את גרעין הטשטוש אשר 

 

, מטריצת הגלאים בה המצלמה עושה שימוש סובלת מרעשים, בנוסף: נחזור לסיפור על המצלמה

אנו נניח .  של רעש אקראי בעל ממוצע אפסN[m,n]ולכן התמונה לאחר הטשטוש מקבלת מרכיב אדיטיבי 

פירוש הדבר שבכל פיקסל .  גאוסילכל אורכו של פרק זה כי רעש זה הינו רעש לבן והומוגני בעל פילוג

 . וממוצע אפס, קבוע במקוםNσמצטרף מספר אקראי גאוסי בעל שונות 

 

 :י הביטוי" נתון עY[m,n] לתמונה המתקבלת x[m,n]הקשר בין התמונה הרצויה , לכן

 

]n,m[N]n,m[H]n,m[X]n,m[Y +⊗= 

 

ואז הקשר , )בחירה שרירותית(וגרפי לפי עמודות לשם נוחות מקובל לסדר את התמונות בסידור לקסיק

 :ל הוא"הנ

NXY +=H 

 

]LL[ היא אופרטור הטשטוש בגודל Hהמטריצה  22 נוכל לומר כי כיוון , 2בהמשך טבעי לדיון מפרק . ×

מטריצה זו גדולה אם . הרי שמטריצה זו בעלת מבנה בלוק טופליץ,  מייצגת אופרטור קבוע במקוםH -ש

אנו נזדקק  . נוכל אף להניח בקירוב טוב כי יש לה מבנה בלוק סיבובי, מאוד ביחס לגודל הגרעין המטשטש

 .להנחות אלו בהמשך

 

טשטוש (י טשטוש אופייני לאופטיקה " וגרסה מקולקלת שלה עX מראה תמונת מקור 6.1ציור  

, כאמור. בשני המקרים הוסף רעש אדיטיבי. נועהוגרסה של מריחה הנובעת מת, )גאוסי בעל חתך רדיאלי

. ולשחזר את תמונת המקור, את המידע על גורמי הקלקול, המטרה היא לקחת את התמונה המקולקלת

המידע המוזן לתהליך השחזור הוא ). קלקול ותיקון( מראה סכימת בלוקים של התהליך במלואו 6.2ציור 

 ). Nσבמקרה שלנו רק הפרמטר (יו הסטטיסטי של הרעש ואופ, גרעין הטשטוש, התמונה המקולקת עצמה

 

גם אז אופרטור . ל יכולנו בקלות לטפל בטשטוש ליניארי תלוי מקום"נשים לב כי לפי המודל הנ 

הבעיה עם טשטוש תלוי מקום . אלא שאז אין לה מבנה בלוק טופליץ, Hהטשטוש ניתן לתיאור כמטריצה 

אם בשל הבנה עמוקה של התהליך הפיסיקלי של . Hולבנות ממנו את המטריצה , ת אותוהיא הצורך לדע

 .הרי שרוב הדברים שייאמרו בהמשך רלוונטיים גם לטשטוש תלוי מקום, יצירת התמונה טשטוש זה ידוע

 

 

 

 



  שחזור תמונה- 6פרק 

 - 115 -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

) למעלה בצד ימין(י טשטוש גאוסי " תמונת מקור וגרסאות מקולקלות שלה ע- 6.1ציור 
 בשני המקרים ). שמאל למטה(נועה וטשטוש כתוצאה מת

5Nהוסף רעש גאוסי לבן בעל שונות  =σ 

תמונת 
Xמקור 

טשטוש 
H 

 שחזור

מידע על 

הטשטוש 

 והרעש

Nהרעש 

התמונה 
המקולקלת 

Y 

  סכימה המתארת את תהליך הקלקול והשחזור- 6.2ציור 
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אשר  LTנציג את המטריצה . ם התדרלעיתים קרובות מקובל להציג את בעיית השחזור בתחו 

LLLאזי המטריצה . Lמימדית על וקטור באורך - חדDFTתהיה פעולת  TTT 2 מכפלת קרונקר של  (=⊗

]LL[תהיה מטריצה בגודל ) המטריצה בעצמה 22 מימדי על תמונה - דוDFTהמייצגת פעולת ) Hכמו  (×

 היא בעצם התמרת פוריה X2LTהמכפלה , לכן. כשהיא נתונה בסידור לקסיקוגרפי, ×LLבגודל 

ניקח !). עם מספרים קומפלקסיים (2Lאשר תהיה גם היא וקטור באורך , X[m,n]דיסקרטית על התמונה 

 :באופן הבא) Tנשתמש בסימון מקוצר (מרת פוריה את המשוואה הוקטורית ונכניס לתוכה הת
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 כי התמרת 2כבר ראינו בפרק , בלוק סיבובית Hעבור .  פירושם התמרת תדרTכאשר הגדלים עם סימון 

בועות במקום זו הסיבה שאנו אוהבים כל כך פעולות ק( מטריצה אלכסונית THולכן , תדר תביא ללכסון

ואלה הם גם , Hאיברי האלכסון הראשי הם הערכים העצמיים של המטריצה המקורית ).  וציקליות

לאחר שרופד  (Hמימדית ישירה על גרעין הטשטוש שבנה את -  דוDFTהערכים שהיו מתקבלים בהתמרת 

 ).באפסים לגודל המלא של התמונה

 

 

 שיטות שחזור בסיסיות .2

 

, מדוע לא ליישם אופרטור הפוך לו, Hיוון שהקלקול הוא טשטוש כ, אם נתעלם לרגע מהרעש

1−H ,הרי שאם ל, אם קיים ההיפוך?  לשם השחזור- H אזי גם להיפוך מבנה בלוק ,  מבנה בלוק סיבובי

 :זאת קל לראות כיוון שמתקיים. סיבובי

 

[ ] H11H1H
T T

TTHTHTHTHTH −−− ==⇒= 

 

 H−1ולכן האופרטור , ל האופרטור ההפוך גם היא מטריצה אלכסונית עDFTרואים כי התמרת , כלומר
ולכן ניתן להפעלה , פירוש הדבר הוא שהמסנן ההפוך אף הוא קבוע במקום. גם הוא בלוק סיבובי

 . כקונבולוציה פשוטה

 

מרבית ב, למעשה.  קיים היפוךH -כלל לא ברור כי ל, ראשית: מתעוררות שתי בעיות, אבל

 לא Hאם . קל יותר לראות זאת דווקא בייצוג בתדר! המקרים ניתן לקבוע בודאות כי לא קיים היפוך
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מטריצה . באיברי אלכסונה הראשי יש אפסים,  לכן.  סינגולריתTHאזי גם , )כלומר סינגולרית(הפיכה 

נניח כי קיים אפס כזה : ר זאת באופן הבאמבחינה אינטואיטיבית ניתן להסבי! כזו לא ניתנת להיפוך

ערך זה , לכן. X של התמרת התדר של תמונת הכניסה K -אפס זה כפל את האיבר ה.  כלשהיKבשורה 

 .אבד ולא ניתן יהיה לשחזרו

 

, לקחת כל ערך אלכסון ראשי שהוא אפס) בתדר" חושבים"אנו , ושוב(תיקון לבעיה זו יהיה 

גישה דומה אך מעט שונה היא להשתמש במסנן המשחזר . 1e-10 נניח - ולהמירו בערך אחר קרוב לאפס

 ):הנתון בתדר(הבא 
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בתדרים נמוכים בהם , לכן). 0.001 -סדר גודל מומלץ  (1 -כאשר הקבוע קטן משמעותית מ

[ ]k*
TH עבור תדרים . תנהגות של מסנן הפוךהקבוע זניח ואנו מקבלים ה, 1 - בערכו המוחלט קרוב ל

]גבוהים בהם  ]k*
THהקבוע משמש כהגנה מחלוקה באפס,  מתקרב לאפס. 

 

השפעתו בתהליך של , מסתבר כי אפילו אם הרעש חלש. עד כה בחרנו להתעלם מקיומו של הרעש

אם נניח : יצוג הבעיה בתדרי י"נשתמש שוב בתיאור אינטואיטיבי של הבעיה ע. סינון הפוך היא דרמטית

עוצמת האות , נניח כמו כן כי בנקודת תדר זו). 1e-3נניח ( יש ערך נמוך יחסית TH של k -כי בשורה ה

תופעה זו מתרחשת כמעט תמיד . המקורי ועוצמת הרעש נמוכות מאוד אך הרעש חזק יותר מהאות

 -נניח לכן . ת המקור ואז יוצא שהרעש דומיננטיבתדרים גבוהים בהם כמעט אין נוכחות לאו

3e1]k[XT 2e1]k[NT - ואילו הרעש חזק יותר =− הפעלת המסנן ההפוך פירושה הכפלת שני . =−

 . גרמנו באופן זה להכנסה חזקה מאוד של רעש לתמונת התוצאה. 1e3ערכים אלו בערך 

 

נקבל שהן הרעש והן האות מועברים , במקרה כזה. יותר טובהמסנן המשחזר שהוצע קודם יתנהג 

 :כשהם מוכפלים בגודל
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בנקודת תדר זו היה ראוי . אך אינה טובה לכשעצמה, 1000 -תוצאה זו לא נוראית כמו הכפלה ב

ולכן אין , ל ממנוממילא האות טובל שם ברעש גדו.  לשם דיכוי הרעש1 -שנכפול את הכניסה בערך נמוך מ

בכל נקודת תדר נברר מהו היחס בין עוצמת האות לעוצמת : נציע אם כך את הגישה הבאה. מה להפסיד

, בהם הרעש דומיננטי, במקומות בעלי יחס נמוך. ולבצע מסנן הפוך רק בתדרים בהם יחס זה גבוה, הרעש

דיכוי זה יקטין את האות . 1 -ד מכלומר הכפלה בערך נמוך מאו(יש להפעיל דיכוי , כתחליף למסנן הפוך

 . אך גם את הרעש שממילא דומיננטי יותר, שם
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 עוצמת האות המקורי ועוצמת -הבעיה עם גישה זו היא הצורך בשני גדלים שאת שניהם אין לנו 

. Nσושווה , ניתן להניח כי עוצמת הרעש קבועה וזהה בכל נקודת תדר, כתחליף. הרעש בכל נקודת תדר

הנחה סבירה היא שעוצמתו יחסית הפוך למרחק , באשר לאות המקורי. הנחה זו נכונה כאשר הרעש לבן

ועם העלייה בתדר עוצמתו , עבור תדרים נמוכים עוצמתו צפויה להיות גבוהה, כלומר. מהראשית בתדר

. ב מוחלט של המקריםביצוע התמרות פוריה למגוון גדול של תמונות מגלה כי כלל זה נכון ברו. יורדת

 . ומזו אנו מתעלמים פה, ההבדל בין התמונות מתבטא בדרך כלל כמעט רק בפאזה

 

אם . THולקבל את , התהליך המוצע הוא ביצוע התמרת פוריה לאופרטור הטשטוש, לסיכום

] -נסמן את ערכי האלכסון הראשי של מטריצה זו ב ]kTH ,סנן השחזור בתדרמ ,TGי" יתקבל ע: 
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 k=1עבור , כך למשל.  הוא המרחק אל הראשית במישור התדרr[k] -ו,   מייצג צמוד קומפלקסי*כאשר 

שלנו " קבוע"-למעט העובדה שכעת ה, גישה זו דומה להצעתנו הקודמת. r[1]=0 ולכן DC -זהו איבר ה

 .ולכן הופך דומיננטי מהר יותר, ל עם התדרגד

 

וכך נפתרה , 0ברור כי לא נקבל היפוך של , kבשל היות המכנה גדול מאפס לכל ? מדוע ביטוי זה

,  קטן מאודr[k]הגודל , כאשר האות חזק מאוד ביחס לרעש,  נמוכיםkעבור , שנית. הבעיה הראשונה

כאשר הרעש . יוון שהאיבר הימני במכנה יהיה זניחונקבל כי המסנן הוא בקירוב טוב היפוך מדויק כ

, יהיה הדומיננטי במכנה ולכן המסנן המשחזר יהיה קרוב לאפס) הימני במכנה(איבר זה , דומיננטי מאוד

 .כנדרש

 

 Gהפעלת . Gניתן לבצע התמרת תדר הפוכה לקבלת )  מטריצה אלכסונית (TGלאחר שהתקבל 

 וביצוע TY -בTGי הכפלת "ניתן לבצע את השחזור בתדר ע, כתחליף. ניב את השחזור תYעל התמונה 

 . שתי גישות אלו זהות לחלוטין-התמרת תדר הפוכה על התוצאה 

 

בנייתו באופן מדויק וקבלת הביטוי שהוצע . Wienerהמסנן המוצע מוכר מאוד וקרוי מסנן 

,  מראה תמונת מקור מטושטשת ורועשת6.3ציור . שלא הצגנו כאן,  מתוך שיקולים הסתברותייםנעשית

בין תמונת המקור לתמונה המקולקלת הוא ) MSEבמובן (בעוד שהמרחק . י מסנן היפוך"ושחזור שלה ע

 !התוצאה ללכ כל ספק גרועה! 7e6הרי שהמרחק בין תמונת המקור לשחזור כאן הוא , 103

 

עבור שלושה ערכי , Wiener אנו מראים לאותה תמונה בדיוק את תוצאת מסנן 6.4בציור 

α6עבור . שוניםe5 −=α 6עבור , 87.1מתקבלת שגיאה שלe1 −=α ועבור , 78.8השגיאה היא

7e5 −=αוהן באופן , הן באופן ויזואלי, ל שיפור בתהליך השחזוראנו רואים כי ח. 94.8 -השגיאה עולה ל
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 השיזור אינו מתקרב כלל -קשה להתנתק מתחושה של החמצה כשמסתכלים בתוצאות , עם זאת. כמותי

התשובה על כך היא , למזלנו? ונשאלת השאלה האם זה הכי טוב שניתן להשיג, לאיכות של תמונת המקור

 .אשר יידונו בסעיף הבא, אך הדבר מחייב שיטות מורכבות יותר, יותרניתן להציע פתרונות איכותיים ! לא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ):בתדר(הטשטוש הוא הפונקציה הבאה ,  נניח כי אנו עוסקים באותות חד מימדיים:6.1דוגמה 
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 :המסנן המשחזר שהוצע ראשון בסעיף זה יהיה
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ימין (תמונה מקולקלת , )שמאל למעלה(תמונת מקור . י מסנן הפוך" שחזור ע- 6.3ציור 
 ).מין למטהי(ותוצאת השחזור , )שמאל למטה(תמונת המסנן בתדר , )למעלה
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 ):נבחר כאן קבוע באופן שרירותי(ואילו המסנן המשחזר השני יהיה 
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 תוצאות -ימין , )בערך מוחלט( המסננים -שמאל . Wienerי מסנן " שחזור ע- 6.4ציור 
 αשלושת התוצאות מתייחסות לשלושה ערכים שונים של הפרמטר . השחזורים



  שחזור תמונות- 6פרק 

 - 121 -

 . )ושני המשחזרים, המסנן המטשטש(את שלושת מסננים אלו  מראה 6.5ציור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

אך בכל , תדר מסויםאחרי גבר  המסנן הבנוי על הוספת קבוע נותן אמנם דעיכה בהאנו רואים כי 

של המסנן  מצליח לרדת חזק יותר ואף לתת ניחות חזק יותר מWiener -מסנן ה. מקרה הוא גבוה

נהגות ההת, בשני המקרים. זור זה חזק הרעש מהאותכיוון שאנו מניחים שבאה י תוצאה רצו-המטשטש 

 .ה מרכיבי תדר אלה התנהגות של מסנן הפוך אשר אמורה לשחזר יפ-ומה באיזור התדרים הנמוכים ד
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Frequency
בקו מלא .  ושחזורים המבוססים עליו)קו מנוקד(המסנן המטשטש בתדר  - 6.5ציור 
 Wiener מסנן דמוי -בקו מרוסק , י הוספת קבוע בהיפוך" מסנן היוריסטי ע-

 .רהמוסיף גורם הגדל בתד
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 MAP - וML – משערכים סטטיסטיים 6.3

 

בהם נעשה שימוש לטובת בניית , בסעיף זה נציג באופן תיאורטי שני משערכים סטטיסטיים 

 - ML(רבית ישערכים אלו הם משערכך הסבירות הממ. אלגוריתמי שחזור תמונה טובים יותר

Maximum Likelihood( ,המקסימליתהסופית הסתברות ומשערך ה) Maximum A-posteriori 

Probability  - MAP( . נתון לנו סט נתונים שיסומן  -בשני המקרים הסיפור מתחיל די דומהY , ורצוננו

, )ציות הסתברותבמונחים של פונק( באופן כלשהו Y - לXבין  קשר ידוע לנו. Xלשערך ערך לא ידוע 

 . שוטהדרך דוגמה פל "נמחיש את הסיפור הנ. X לחישוב של הנעלם "חכמה"ורצוננו להציע דרך 

 

חסר י חוק פילוג גאוסי "עפוגרלו  היאשר ידוע כ kyמספרים  100בת  נתונה לנו סידרהנניח  :6.1דוגמה 

ברמה . ממוצע ה- Mהנעלם יהיה .  יהיה סט מספרים אלוYהוקטור . 1ע לא ידוע ושונות עם ממוצכרון יז

 :דהיינו, י ממוצע המדידות"עבמצב כזה יכול להיעשות פשוט ע וצכי שערוך ממנו אינטואיטיבית ידוע ל
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כלומר פונקציה , P(Y/X)ית ההסתברות ונקצתנו לבנות את פרבית דורש מאמשערך הסבירות המ 

זו היא פונקציה של המשתנה קציה פונ .Xעבור ערך הנעלם  Yשהמדידות תהינה שתקבע מהי הסבירות 

X . א את ערכו של נמצהמשערך מציע כי , כזואם הצלחנו לנסח פונקציהXביא את הסתברות זו מ ה

 :למקסימום

)X/Y(PArgMaxX̂
X

ML = 

 

 .ונקציה זו מתקבלת הקודמת ונראה כיצד פור לדוגמהנחז

 

 הסתברויות לכל אחד 100של וא פשוט מכפלה  ה Yוקטורהחוק ההסתברות של  ):המשך( 6.1דוגמה 

 : נקבלMאם נניח כי אנו יודעים שהממצוע הוא . ר כזה הוא הסתברות גאוסיתכאשר כל איב, מאיבריו
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.  הממוצע הלא נודע- Mוהיא מעל המשתנה , L בירותת פונקצית הסהפונקציה שהתקבלה נקרא

 :ולכן, יה זו למקסימום שיביא פונקצMרצוננו למצוא את , כזכור
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 . נתן את התוצאה שהצענו קודם מתוך אינטואיציהML -ואנו רואים כי ה

 

 :מהצורהיאלית צפוננהתפלגות אקאלא שהפעם סט המדידות נובע מתוך , נניח מקרה דומה :6.2דוגמה 

 

( ) { }MyexpCM/yP kk −λ−⋅= 

 

כתוב את ההסתברות  לבדומה לקודם יהיה הפתרון ? במקרה זהM לממוצע  ML -משערך המהו 
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 :מינימיזציה הפעם תניב
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. ה בחוק הפילוג עצמוצע הפילוג תלוי למעשאנו רואים כי חישובו של ממו.  צפויהתהתוצאה הפעם פחו

לפחות ( טוב  תוי להיות פחואך במקרה זה שערוך זה צפ, אלגבריי מיצוע "עיכולנו לשערך את הממוצע 

 . )MLבמובן 

 

לוג ולא לפי גישה זו הנחנו כי הנעלם הוא פרמטר בחוק הפי. ML -על משערך העד כה דיברנו  

 ?ווידוע לנו חוק הפילוג של,  הוא אכן משתנה אקראיXהנעלם נו כי מה אם ידוע ל. משתנה אקראי בעצמו

ו עם מצ הוא משתנה אקראי גאוסי בעMמה אם ידוע לנו כי הממוצע , עבור הדוגמה הקודמת, למשל

  ?ום מידע זה על מנת לשערך טוב יותר את הנעלםכיצד נרת. 2ות  ושונ5ממוצע 

 

מציע  MAP -משערך ה. Bayes בחוק המציע את השימוש, MAP -התשובה היא משערך ה

 Y כשנתונות המדידות Xלקבלת הערך שהינה ההסתברות , P(X/Y)להביא למקסימום את ההסתברות 

 : קובעת כיBayesנוסחת . )ML -בדיוק הפוך ל(
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)Y(P
)X/Y(P)X(P

)Y(P
)Y,X(P)Y/X(P == 

 

 X -ביחס ליה מקסימיזצ. Xערכו של ינסה להשיג מקסימום להסתברות זו ביחס ל  MAP -ולכן משערך ה

 :ולכן,  משפיע כלל אינוP(Y)פירושה שהמכנה 

 

{ })X/Y(P)X(PArgMax)Y/X(PArgMaxX̂
XX

MAP == 

 

 מוכפלת בפונקצית P(Y/X)ההבדל הוא בכך שפונקצית הסבירות . ML -ישנו הרבה דמיון לשערוך ה

מעניין לציין . ) מידע מקדים- Prior-Knowledge -לכקיצור (  Prior הקרויה לעיתים Xת של ורההסתב

,  הערכים האפשרייםאנו נניח כי הפילוג שלו מתפזר אחיד על פני כל, Xאשר אין לנו מידע מקדים על שכ

 . ML - הופך להיות משערך ה MAP -כי משערך הואז נקבל 

 

 :פיגאוסית להממוצע הלא נודע מפולג נניח כי ידוע כי , 6.1בהמשך לדוגמה  :6.3דוגמה 
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 : יהיהMAP -לעומת זאת שערוך ה.  לא משתנהML - שערוך ה,במקרה זה
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0Mעבור  →σ 0כאשר זה צפוי כי . 5 -כי התוצאה שואפת ל נקבלM →σ פירוש הדבר שבודאות 

 נקבל כי הממוצע σM→∞ור עב. )עוד בטרם התקבלו מדידות( 5אנו יודעים כי הממוצע שווה טת מוחל

פירוש , אודגם זו תוצאה צפויה כיוון שעבור שונות גדולה מ. ML -שהציע הכמו , לגברי הוא השערוךהא

 .ולכן יש לדלותו מהמדידות בלבד, על הנעלםהדבר הוא שאין לנו בעצם מידע מקדים 
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 MAP -וML  שחזור תמונות מבוסס 6.4

 

וקטור המדידות הוא . ML -כשאנו מנסים להשתמש במשערך ה, נחזור כעת לבעיית השחזור שלנו 

Y , ווקטור הנעלמים שלנו הואX .י "הקשר ביניהם נתון עNXY += H , כאשר Hמטריצת טשטוש ו - 

Nוקטור רעש אקראי גאוסי בעל חוק פילוג : 
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 : אינה אלאX/Y(P(ההסתברות , י ביטוי זה"עפ
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,  מהווה תוספת דטרמיניסטיתXHאזי הגורם ,  כוקטור פרמטרים נתוןX -זאת כיוון שאם מתייחסים ל

NXYוהוקטור החדש  += Hוצע חדש שהינו הגודל ועם ממ, בעל אותה שונות,  הינו גאוסי גם כן

 :לכן. ל למקסימום" אשר יביא את ההסתברות הנX יהיה הוקטור  ML -משערך ה . שהוסף
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 עצמה להיות לא Hשפירושה שעל , HHT -התוצאה שהתקבלה נכונה רק אם קיימת מטריצה הפוכה ל

יע לנו להביא למינימום את הפונקציה  מצML -משערך ה, למעשה. סינגולרית

( ) [ ] [ ]YXYXXf T −−= HH -מצא את התמונה שאם ,  הצעה בהחלט אינטואיטיבית שפירושה

 . Y - היא תהיה קרובה ככל האפשר לHי "תטושטש ע

 

 : ריבועית מתקבלHהתוצאה שהתקבלה אינה אלא ביצוע של מסנן הפוך כיוון שאם 

 

[ ] YYYX̂ 1TT1T1T
ML

−−−−
=== HHHHHHH 
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) Pseudo-Inverse(ל הינה היפוך מוכלל "התוצאה הנ, )בניגוד למקרה שלנו( אינה ריבועית Hר כאש

תוצאה מעניינת שהתקבלה כאן היא שלעוצמת הרעש אין משקל בקביעת . המוכר לנו מאלגברה ליניארית

 .המסנן המשחזר

 

, רך בהנחה זועל מנת להיפטר מהצו.  היא הנחה מגבילה H -ההנחה שקיים היפוך ל, בכל מקרה 

 עובדה - חיובית חצי מוגדרת HHT המטריצה -הרעיון די פשוט . מקובל לעשות שימוש ברגולריזציה

הרי , לו היו כל הערכים העצמיים מעל האפס ממש. שליליים-שפירושה שכל ערכיה העצמיים ממשיים ואי

. 2εמוכפלת בקבוע חיובי קטן מאוד ) I( מטריצת יחידה HHT -יף לנוס, לכן.  הייתה הפיכהHHT -ש

IHHותביא למצב בו , תוספת זו תזיז את כל הערכים העצמיים למעלה 2T ε+השחזור , לכן.  הפיכה

 :יהיה

[ ] YX̂ T12T
ML HIHH

−
ε+= 

 

בעל ערך גבוה דיו למניעת , ועם זאת,  קטן דיו לא להשפיע על ההתנהגות הכללית2εחה היא שאם ההנ

 כל מטריצה חיובית HHTיכולנו להוסיף למטריצה , בעקרון. נקבל שחזור לא רע, בעיות יציבות נומריות

כי , אם כך, גילינו. יננו יודעים איזו מטריצה לבחוראך בעצם א,  ולהשיג את אותו אפקטMמוגדרת 

י בחירה שרירותית של מטריצת "וניתן לייצבו ע,  יוצא שיש להפעיל מסנן הפוך לשם שחזורMLמשיקולי 

 . רגולריזציה

 

לצורך השימוש בו עלינו לעשות שימוש בפונקצית הסתברות . MAP -נשתמש כעת במשערך ה

)X(P .רושה שבהינתן תמונה כלשהי פונקצית הסתברות זו פיX ,מה . נוכל לומר מהי מידת סבירותה

ישנן בהחלט , אבל. שאלה קשה אשר עד היום אין תשובה מוצלחת עליה? עושה תמונה לסבירה יותר

 .תשובות חלקיות בהן נוכל לעשות שימוש

 

ה הצעה מאוד פופולרית לאומדן הסתברות של תמונה היא ההצעה לעשות שימוש במידת חלקות

ברור . יותר סבירה מתמונה שאינה חלקה) מימד-כמשטח בתלת(ניתן לטעון כי תמונה חלקה . של התמונה

נתעלם בשלב זה מפגם זה . ובאזורי שפות הנחה זו אינה נכונה, כי באזורים חלקים בתמונה הנחה זו נכונה

י הפעלת נגזרת "דוד עאת חלקותה של התמונה נוכל למ). מאוחר יותר נראה דרכים להתגבר על סטייה זו(

הרי שתוצאת , אם התמונה חלקה. וחישוב סכום ריבועי ערכי התוצאה) …לפלסיאן , גרדיאנט(כלשהי 

אם בתמונה יש הרבה שפות נקבל כי . הנגזרת תהיה נמוכה בכל מקום ולכן הערך הכולל יהיה נמוך

, צגת פעולת נגזרת מסדר שנבחר מייDאם נניח כי המטריצה . הנגזרות גבוהות לכן הערך הכולל יהיה גבוה

 :פונקצית ההסתברות המוצעת היא
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]והביטוי ,  ומבצע עליה פעולת גזירהX מקבל את התמונה XDהביטוי  ] [ ]XX T DD לוקח את 

וגבוה לתמונות ,  לתמונות חלקותערך זה יהיה נמוך, לכן. תוצאת הגזירה מעלה בריבוע כל איבר ומסכם

 Dσהפרמטר . השימוש במבנה של פונקצית אקספוננט נובע מנוחות שתתבהר בהמשך. שאינן חלקות

ועבור תמונה , רואים שעבור תמונה חלה ההסתברות גבוהה, בכל אופן. קובע את שונותה של הסתברות זו

 . דרשכנ, ההסתברות נמוכה, עם ריבוי שפות

 

 Prior -ופונקצית ה ) ML -הלקוחה מה( מביא את מכפלת פונקצית הסבירות  MAP -משערך ה

 :ולכן, ל למקסימום"הנ
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אם רצוננו , כלומר. MAP -המסנן התקבל עם רגולריזציה שנבעה מתוך שיקולי ה, אנו רואים כי הפעם

אנו רואים כי מנת שתי , כמו כן. ש מטריצת גזירה כלשהימוטב שנבחר לעשות שימו, בשחזור מוצלח

 . השונויות פועלת במשקל לגורם הרגולריזציה הנוסף

 

  מציע מינימיזציה של הפונקציה  MAP -משערך ה, ML -בהשוואה ל

 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]XXXYXYXf T
2
D

2
NT DDHH

σ

σ
+−−= 

 

עבר תמונות והמרכיב השני מושך את הפתרון ל, ML -בפונקציה זו המרכיב הראשון זהה לזה של ה

אם תמונה מסוימת מצליחה להביא לערך מאוד נמוך את הגורם הראשון אין בכך די לשם . חלקות יותר

 נמוך מאוד פירוש Dσכאשר .  המחיר השני גם הוא משחק תפקיד בקביעת הפתרון-קבלתה כפתרון 

ולכן ,  הגורם השני נהיה דומיננטיfה ואמנם בפונקצי, הדבר שאנו דורשים שהתוצאה תהיה חלקה מאוד

0Dעבור . הפתרון יהיה חלק →σולכן התמונה תהיה קבוע עבור גזירה , הבעיה דורשת חלקות מוחלטת
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 אנו מחלישים את דרישת החלקות ואז יתנקז σD→∞כאשר . ראשונה ומישור מוטה עבור גזירה שניה

 . ML -ההפתרון לתוצאת 

 

. י הכלים שהוצגו לעיל"כנקודה אחרונה בסעיף זה נתייחס לפתרון מעשי של בעיית השחזור ע 

ונראה כיצד מעשית משיגים שחזור , ML - כיוון שהיא מכלילה את ה MAP -ניקח את תוצאת ה

בגודל אם נניח כי התמונה .  לפלסיאן3 על 3נניח כי לשם רגולריזציה אנו משתמשים במסנן . באמצעותה

000,40000,40תהיינה בגודל של ) H ,D(הרי שהמטריצות המעורבות , ×200200 מטריצות אלו . ×

שתי אלטרנטיבות . אך היפוך מטריצה בגודל כזה אינו בא בחשבון, )מרבית איבריהן אפסים(דלילות 

 . ושיטות איטרטיביות, קיימות הן פתרון במישור התדר

 

 Steepest(הרעיון הבסיסי ביותר הוא אלגוריתם השיפוע המירבי ,  לפתרון איטרטיביבאשר 

Descent .( הרעיון הוא להתחיל מניחוש מוצלח לפתרון) למשלYX̂0 י ירידה "ולשפרו שוב ושוב ע) =

הגרדיאנט מצביע על הכיוון בו חלה העלייה הגדולה . X(f(בכיוון הפוך לכיוון הגרדיאנט של הפונקציה 

 :משוואת האיטרציה תהיה, לכן. ולכן הליכה בכיוון הפוך פירושה ירידה מירבית, ביותר
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ות איטית ערך קטן מידי ייתן התכנס,  ערך גדול מידי ייתן התבדרות- הוא גודל הצעד לעדכון µהגודל 

התהליך ). שלא יידונו כאן, קיימות דרכים לקביעתו באופן אוטומטי(ויש לבחור אותו בחוכמה , מידי

ובשל תכונות ,  קמורהfהמתואר מובטח להתכנס לפתרון במדויק של הבעיה בשל היותה של הפונקציה 

 . האלגוריתם המוצע

 

גם לאחר שחלוף פעולות אלו הינן הרי ש,  מסננים ליניאריים וקבועים במקוםD - וH -כיוון ש

HH מתקבל כי , כאשר הטשטוש בעלת גרעין סימטרי, יתרה מזו. ליניאריות וקבועות במקום =T)  גם

אין כלל צורך לעבור עם תמונות בסידור לקסיקוגרפי או מטריצות כה , לכן). הלפלסיאן מקיימת תכונה זו

. ל  כסדרת צעדי סינון שעל הפתרון הקודם לעבור לשם עדכונו"וואה הנניתן פשוט להתייחס למש. גדולות

 .  מראה את סכימת הבלוקים של תהליך העדכון6.6ציור 

 

 שמובאת למינימום בתהליך האיטרטיבי כפונקציה X(f( מראה גרף של ערך הפונקציה 6.7ציור 

252 -ו, הבהרצה זו נעשה שימוש בלפלסיאן לצורך רגולריזצי. של מספר האיטרציה
D =σ . רואים כי חלה

עבור ערך , כפי שכבר נאמר.  שוניםµהגרפים השונים מתייחסים לערכי . ירידה עקבית עד להתכנסות

 . ועבור ערך גדול מידי חלה התבדרות, נמוך מידי ההתכנסות איטית
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 את השגיאה הגרף השני בציור זה מראה
2

X̂X , גם כאן מושגת ירידה עקבית, כפי שרואים. −

 נזכור כי רצוננו האמיתי הוא בהשגת מינימום לפונקציה -אם כי אין זו סתירה לתיאוריה לקבל גם עליה 

  הינהX(f(הפונקציה אותה אנו מביאים למינימום , לכן. אך התמונה המקורית אינה קיימת בידינו, זו

 . חיקוי לשגיאה האמיתית

 

אנו רואים כי . Dσי הגישה האיטרטיבית למגוון ערכי " עMAP מראה תוצאות שחזור 6.8ציור 

עבור . בשל הגבר הרעש) Ringing -" צלצולים "-תופעת ה(עבור בחירת ערך גבוה התוצאה רועשת מידי 

לשם ) מול התמונה האידיאלית(השגיאה האמיתית בציור זה גם מובאת . ערך נמוך התוצאה חלקה

 מתקבל אפקט דומה בו השגיאה יורדת באיטרציות הראשונות ואז Dσרואים כי לשלושת ערכי . השוואה

 !). איטרציות2000כעבור (עולה ומתייצבת על ערכה הסופי 

 

כזכור . MAP -יחסים לפתרון  הכששוב אנו מתי, נציג כעת את הפתרון המבוסס על התמרת תדר

-המייצגת את התמרת הפורייה הדיסקרטית הדו, Tהמטריצה , מפרקים קודמים ומתחילת פרק זה

 בעלות מבנה כזה בשל היותן ייצוג D והן Hהן , במקרה שלנו. מלכסנת מטריצות בלוק סיבוביות, מימדית

 :לכן. לפעולה ליניארית וקבועה במקום
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  באופן איטרטיבי MAP סכימת בלוקים למימוש משחזר מבוסס - 6.6ציור 



  שחזור תמונות- 6פרק 

 - 130 -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T
H
TTT

H
T2

D

2
N

T
H
T

HTHHT
2
D

2
NHHT

TT
2
D

2
NT

YX̂

YX̂

YX̂

HDDHH

TTTHTTDTTTDTHTTTH

HDDHH

=












σ

σ
+⇒

=












σ

σ
+⇒

=












σ

σ
+

 

י הצגת "הגרף העליון מראה את תהליך ההתכנסות ע.  תהליך שחזור איטרטיבי- 6.7ציור 
 הגרף מתייחס .  כפונקציה של מספר האיטרציהx(f(ערך הפונקציה 

4e1,3e1,2e1 לשלושה ערכים −−−=µ . בגרף התחתון 

3e1רואים עבור  −=µאת השגיאה מול אות המקור . 
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D =σ

252
D =σ

תוצאות , )למעלה בצד ימין(תמונה מקולקלת , )למעלה בצד שמאל( תמונת מקור - 6.8ציור 

2 עם ערכים שונים של  MAPחזור ש
Dσ)100  -שורה שניה - 25,  שורה שניה בצד שמאל 

כן מצורף גרף המתאר את השגיאה האמיתית ).  שורה תחתונה בצד שמאל- 1, בצד ימין
 כפונקציה של מספר האיטרציה
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. גם בתדר, היא התמונה הנמדדתTY, באופן דומה.  הוא התמונה הנדרשת במישור התדרTX̂הוקטור 

! אלכסוניות) בשני האגפים(כשהמטריצות הכופלות , ל"י המשוואה הנ"הקשר בין שתי תמונות אלו נתון ע

 :TX̂ של  k - לאיבר הTY של k -נוכל לקבל קשר סקלרי פשוט בין האיבר ה, לכן
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וך כך שהפעם בנינו ממש את המסנן מת, Wienerקשר זה הוא בדיוק הקשר שהוצג כמסנן 

 -לגישה אשר נדונה בסעיף זה יש יתרון חשוב , עם זאת. MAPשיקולים תיאורטיים מבוססי שערוך 

נשים לב כי פעולת הלפלסיאן היא מסנן . י סינון לא ליניארי תהיה קלה ופשוטה"הכללתה לשחזור ע

במכנה , כןל. ולכן  התמרת התדר של פעולת הלפלסיאן הינה גורם שעולה עם התדר, )HPF(מעביר גבוהים 

 .ומשמעותי בתדרים גבוהים) כנדרש(ל הגורם של הרגולריזציה יהיה זניח בתדרים נמוכים "בביטוי הנ

 

 מתוך שיקולים Wiener - הביאה לנו יכולת לבנות את מסנן ה MAP - גישת ה-לסיכום ביניים 

אינם ) 6.8 מציור וזה ניכר(והביצועים הצפויים ,  לא קיבלנו בינתיים משהו חדש-אבל . עמוקים יותר

כפי שנראה ,  הוא בכך שהיא ניתנת להכללה לסינון לא ליניארי MAP -היתרון של שיטת ה. מלבבים

 .בסעיף הבא

 

 

  שיפור פונקצית ההסתברות לתמונות6.5

 

כאשר . גילינו כי פעולת הרגולריזציה המבוססת על חלקות גורמת להחלקת יתר של התמונה 

כך יוצא שעלינו . וזה כמובן גרוע, אנו מתקרבים לביצועי מסנן מהפך, Prior -מקטינים את השפעת ה

. והתוצאות מאכזבות, ובפועל סובל מכל המחלות, למצוא ערך ביניים אשר מנסה ליהנות מכל העולמות

 שכל סביבה בתמונה תעדיף -ההצלחה כאן היא העובדה שהנחנו הנחה לא נכונה במודע -הסיבה לאי

. ובהם פגענו, אך אזורי שפות הם העיקר בתמונה, זורים חלקים הדבר נכוןברור שבא. להיות חלקה

 :נזכור כי הנחתנו המקורית היא. הפתרון לפיכך הוא לשנות את חוק ההסתברות שהנחנו על תמונות

 

( ) [ ] [ ]
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XXexpCXP DD

 

 

ת שונות אך להרשו, גישה אפשרית אחת לשפר את חוק הסתברות זה היא להישאר במסגרת פילוג גאוסי

אנו נכיר שתי . אפשרות אחרת היא לשנות את חוק הפילוג מגאוסי למשהו אחר נכון יותר. תלויית מקום

 . ונראה כי קיים דמיון ביניהן, גישות אלו
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ההסתברות הגאוסית . נתחיל באפשרות של הרחבת ההסתברות הגאוסית לשונות תלויית מקום

 : היאXבמקרה הכללי ביותר לוקטור 

 

( ) [ ] [ ]






 −−−⋅= − MXMX

2
1expCXP 1TQ 

 

, לפי הגירסה הקודמת בחרנו ממוצע אפס.  היא מטריצת הקווריאנסQ הוא הממוצע והמטריצה Mכאשר 

 ומטריצת שונות

DDQ T1 =− 

 

חסרון בולט במטריצת הקווריאנס היא היותה בעלת מבנה , לעומת זאת. לא נציע שינוי, באשר לממוצע

מטריצת הקווריאנס מניחה כי בכל פיקסל , במילים אחרות).  בעלת מבנה כזהD -כיוון ש(בלוק טופליץ 

נציע , ט את הבחירהעל מנת לגוון מע). Linear Space Invariance -מקביל לתכונת ה(יש אותה התנהגות 

 ונקבל, Wהכנסתה של מטריצת משקל אלכסונית 

 

WDDQ T1 =− 

 

וכאשר הערכים ישתנו , נתלכד עם הבחירה הקודמת, כאשר מטריצה זו תכיל ערכים זהים על אלכסונה

 הפעם יתקבל כנקודת המינימום של  MAP-משערך ה. נקבל התנהגות תלויית מקום, לאורך האלכסון

 יטויהב

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]XXXYXYXf T
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NT DWDHH
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  היא תמונת נגזרת XDהוקטור . Wומביטוי זה נוכל להסיק כיצד עלינו לפעול בבחירת ערכי 

. 1י בחירת משקל "באזורים שאמורים להיות חלקים נכפה חלוקת ע. Xשל תמונת המקור ) כלשהי(

באשר . ת באופן תלוי מקוםבאופן זה נכפה חלקו. נבחר ערך הקרוב לאפס, במקומות בהם צפויה שפה

ולהשתמש בה כדי לקבוע בכל פיקסל האם ישנה , Yנוכל לקחת את התמונה המקולקלת , Wלבנייתה של 

 . שפה אם לאו

 

. הפעם לא ניתן לעבוד בתדר כיוון שחלק מהפעולות אינן קבועות במקום, בניגוד למקרה הקודם 

 :גישת האיטרציות פועלת באופן הבא
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יש לכפול את ,  לאחר הפעלת מסנן גוזר על התמונה-עם שינוי אחד , כך שהסכימה דומה מאוד לקודמת

 . התמונה בתמונת מסיכה שהינה בדיוק המשקלות שנבחרו

 

לעיתים ניתן אף לבחור ערך משקל שלילי במקום בו צפויה שפה לשם השגת פעולה הפוכה של 

ובעלת נקודות , ל כבר אינה קמורה"נת משום שאז יתכן שהפונקציה הנבחירת הערך השלילי מסוכ. חידוד

 .כמו כן הדבר מסכן את יציבות התהליך האיטרטיבי שתואר לעיל. מינימה רבות

 

התמונה , בציור מובאת התמונה המקורית.  נראה תהליך השחזור עבור תמונה סינתטית6.9בציור  

שגיאת השחזור בני . ושחזור עם משיקול תלוי מקום) נההגישה היש(שחזור עם מישקול קבוע , המקולקלת

י "ערכים אלו התקבלו ע. MSE=21.001 -ועם משקלות , MSE=27.06 - ללא משקלות -המקרים היא 

 5לצורך זה הושמטה רצועה של . החסרת התמונה המקורית מתוצאת השחזור וסיכום ריבועי ההפרשים

רואים שמושג שיפור .  פעולותינו לא מוצלחות בכל שיטהמכיוון שממילא שם, פיקסלים מקצוות התמונה

חשוב להבהיר כי השיפור הפוטנציאלי טוב אף יותר כיוון שניתן . י הכנסת המשקלות לשחזור"משמעותי ע

כך שפוטנציאל , היה להגדיל את המקדם של הרגולריזציה ולכפות חלקות חזקה יותר באזורים החלקים

 .  מראה את מטריצת המשקל שנבחרה6.10 ציור .גישה זו לא מוצא עד תום

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 שחזור -למטה , )ימין(תמונה מקולקלת , )שמאל( תמונת מקור - למעלה - 6.9ציור 
 )ימין(ועם משקלות ) שמאל(ללא משקלות 
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 :י סידרת הצעדים הבאה"המשקלות נבנו ע

צעד זה נועד לדכא את הרעש בתמונה לפני . 5 על 5י מסנן "לקיחת התמונה המקולקלת והחלקתה ע .1

 . חישוב נגזרות

וחישוב נורמת , )בשני הצירים ([1- 0 1]רה י מסנן מהצו"חישוב הנגזרות האופקית והאנכית ע .2

וערך נמוך , כעת יש לנו תמונה בה ערך גבוה מעיד על שפה). סכום ריבועי שני הנגזרות(הגרדיאנט 

 .מתייחס לאזור חלק

Grad/[1001.0[10 -י הנוסחה "בניית משקל בכל נקודה ע , 0 הוא Gradכך קיבלנו כי כאשר . −++

 .0.01- הוא נוטה לאינסוף המשקל הוא וכאשר, 0.99המשקל הוא 

 

. י הכנסת מומנט סדר שני מורכב יותר"עד כה תיארנו כיצד נכליל את הנחת הגאוסיות שלנו ע

 אנו -נחזור לבסיס . נראה כעת גישה אחרת שמשמעותה בריחה מהנחת הגאוסיות אל חוקי פילוג אחרים

נסתכל על פיקסל מסויים ונניח כי ערך . D ומבצעים עליה פעולת גזירה כלשהי Xלוקחים את התמונה 

מדוע לעלות . של פיקסל זה" מחירו" עולה בריבוע והתוצאה היא g, בשיטה הקודמת. gהנגזרת הוא 

 . וניתן כמובן להציע מגוון אפשרויות אחרות? מדוע לא ערך מוחלט? בריבוע  ולא ברביעית

 

נניח שרצוננו לייצר . ך הבאהננסה להבין מה המשמעות של בחירות שונות של החזקה בדר

 היא k=0 - ידוע לנו כי הפונקציה ב1 - ל0 -חלקה ודיסקרטית אשר תעבור מ) מימדית-חד (f[k]פונקציה 

 תעלה 1f-חלופה ראשונה תהיה ש.  ונבחן את מחירןfלפונקציה -נציע שתי חלופות . 1 היא k=10 -וב, 0

נניח כי . 1 - ל0 -בבת אחת מ k=5  - עולה ב2fוחלופה שניה בה ,  כל אחת0.1 מדרגות בגובה 10בהדרגה  

 לפי השיטה המקורית נקבל. פעולת הנגזרת היא פשוט הפרשים של דגימות סמוכות

 

תמונה זו בסידור , למעשה( מטריצת המשקלות - 6.10ציור 
 Wלקסיקוגרפי מהווה את האלכסון הראשי של 
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 :נקבל. בערך מוחלטנניח כעת כי החלפנו את החזקה . לכן ברור כי תמחור כזה יעדיף עליה הדרגתית
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 :נמשיך במגמה זו ונציע שורש על הערך המוחלט ונקבל. והפעם קיבלנו כי מחיר שני הגישות זהה
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 . פני עליה מתונה-ובמקרה זה הפונקציה תעדיף עליה חדה על

 

) בערך מוחלט(ערכים , XDת הפעולה אנו מניחים שכאשר מבוצע, ובכן? מדוע כל זה חשוב 

כלומר נרצה שמעבר בין רמות , ולכן הגישה הריבועית יפה להם, בסביבת האפס מתייחסים לאזור נמוך

ולכן נרצה שמעבר בין רמות , מערך מסוים ואילך כנראה שמדובר בשפות, לעומת זאת. יקרה בהדרגה

 : כללי כי פונקצית המחיר לחלקותה של התמונה תהיהנציע באופן, לכן. יקרה באופן חד

 

( )∑ρ
k

kXD 

)וכל ערך בתמונת התוצאה יוכנס לפונקציה , Dנבצע כמקודם פעולת גזירה , כלומר )xρ . אם( ) 2xx =ρ 

)אם נבחר . חזרנו לגרסה המקורית )xρוימתן את עלייתו , פונקציה ריבועית סביב הראשית שיתנהג כ

 : נציג שתיים מהן-ישנן מספר אפשרויות . הרי שנשיג את שרצינו, מנקודה מסוימת
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שימוש . Huber-Markovוהשניה בשם פונקצית , הבחירה הראשונה ידועה בשם פונקצית קושי

)בפונקציות  )xρ  מוכרת בסטטיסטיקה בשם שערוך רובסטי)Robust Estimation( , והפונקציות( )xρ 

 .M-functionsזכו לשם 

 

הבעיה עם גישת השערוך הרובסטי היא שעבור בחירה של פונקציות שעולות בקצב נמוך מליניארי 

באת למינימום כבר אינה הפונקציה שמו, )כמו הדוגמה הראשונה מבין השתיים במשוואה הקודמת(

ובעיות התכנסות למינימה הגלובלית בהתאם , ואז מתקבלות תופעות של נקודות מינימה רבות, קמורה

)x|)x|בחירת פונקצית ערך מוחלט , בשל כך. לכך =ρזוכה לפופולריות רבה  . 

 

 :נימום היאהפונקציה הכוללת שישי להביא למי, עבור שימוש בפונקצית המחיר החדשה
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) על וקטור הוא פעולת ρ, כאשר לפי הסימון שלנו )xρמתוך . וסיכום התוצאות,  על כל אחד מאיבריו

ביטוי זה ניתן ללכת אחורה ולקבוע כי בעצם הנחנו כי פונקציה ההסתברות של מרחב התמונות נתונה 

 :י"ע

( ) [ ]
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ρ
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 יחסית הפוך X -המשותף לכולן הוא ההסתברות ל. Gibbsפונקציות פילוג בעלות מבנה זה קרויות פילוג 

 . והמעריך הוא סוג של אנרגיה, דרך אקספוננט למידת האנרגיה שלו

 

, לשם גילוי קשר כזה? האם יש קשר בין גישה זו לגישה הקודמת של בחירת מטריצת משקל 

 :נכתוב את משוואת האיטרציה שיש להפעיל לשם מינימיזציה של הביטוי שנכתב למעלה
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)ואז להעביר כל פיקסל דרך נגזרת הפונקציה ,   כמקודםXמשמעות משוואה זו היא שיש לגזור את  )xρ ,

) עבור -לשם דוגמה . ואת התוצאה שוב לגזור ) 2x5.0x =ρ ברור כי ( ) xx' =ρ ,ואז נקבל כי פעולת ה- 

'ρעבור .  משאירה את הערכים כמות שהם( ) |x|x =ρ הנגזרת תהיה ( ) )x(signx =ρ , כך שכל פיקסל

בהשוואה למשוואה האיטרטיבית . 1+ם ל וחיוביי, 1- - שליליים יהפכו ל -לאחר נגזרת יושווה לאפס 

 :ל מתחלפים"שני הגורמים הנ, במקרה של השימוש במשקל
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)גישת     ( )xρ    (]X̂['X̂ kk DWD ρ⇔)  משקל( 

 

הפעולה בשני המקרים . D עוברת דרך פעולת הגזירה kX̂ התמונה -בשני המקרים התהליך מתחיל זהה 

והאחרת מעבירה דרך פונקציה , האחת כופלת במשקל כלשהו. הבאה היא פעולה על כל פיקסל בנפרד

אם בגישת המשקלות לא היינו משתמשים במטריצת משקל קבועה לאורך כל התהליך , לכן. כלשהי

 אלא משנים אותה בכל איטרציה להיות, האיטרטיבי

[ ]
[ ]posk

posk
pos X̂

X̂'

D

D
W

ρ
=

 

)לדוגמה עבור ? מה משמעות בחירה זו. ה תוצאה בדיוקהיינו מקבלים אות ) 2x5.0x =ρ יתקבל כי W 

)עבור .  לכל הפיקסלים1אינה אלא  ) |x|x =ρ נקבל כי המשקל יחסי הפוך לגודל הנגזרת בערכה 

 :כיוון ש, המוחלט
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 היינו X אלא לפי Yולנו לקבוע את מטריצת המשקלות לא לפי הרי שלו יכ, אם נחשוב על מה שקיבלנו

מציעה התוצאה שהתקבלה שנחשב , Y מבוסס Wכתחליף לחישוב , לכן. צפויים לקבל תוצאה טובה יותר

 . המקוריתX -וזה קורב יותר לשימוש ב, kX̂ בכל איטרציה על סמך תוצאת האיטרציה הקודמת  Wאת 

 

מדוע לא לעשות שימוש בפונקציות שאפילו יורדות עבור ערכים : עניין הוא הרעיון הבארעיון מ 

 :נציע את הפונקציה הבאה, למשל. גבוהים

 

( ) { }22 xexpxx α−⋅=ρ 

 

אך לאחר עליה מסוימת תתקבל ירידה לאפס יעבור , בחירה זו תתנהג כפונקציה ריבועית לערכים נמוכים

ובחירת פונקציה , Huber-Markovפונקצית , אה את הפונקציה הריבועית מר6.11ציור . ערכים גבוהים

 . חיובי)  מתייחס לנגזרת הפונקציה-שולי (בכל פונקציה שעולה מונוטונית אנו גובים מחיר שולי . חדשה זו

 
המשקל שמקביל , ל"עבור הבחירה הנ. עבור פונקציות יורדות נעודד היווצרם של שפות אם נגזרתם גדולה

 :ש יהיהלשימו

 

( )[ ]22 x1xexp2
x

)x(')x(w α−α−=
ρ

= 
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המסגיר כי רעיון בחירת ערכים שליליים , ל מתקבל כי חישוב במשקל נעשה לפי הגרף הבא"עבור הגרף הנ

 :אינו נטול בסיס
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 והפונקציה הדועכת לערכי Huber-Markovפונקצית ,  הפונקציה הריבועית- 6.11ציור 
 נגזרת גבוהים
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  הפונקציה לבניית מטריצת המשקל מתוך ערכי הנגזרות- 6.12ור צי
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  בעיות היפוך אחרות והקשר לבעיית השחזור הקלאסית6.6

 

NXYהרי שעבור בעיות בעלות המבנה , אם נסכם את שראינו עד כה  +=H , בהןH מערכת 

 - N -ו,  תמונה אחרת שנמדד במקומהY,  תמונה רצויה שלא ניתנת למדידהX, ליניארית כלשהי ידועה

 : היא מינימיזציה של הביטויX -הצעת שחזור לא רעה ל, Nσבעל עוצמה וקטור רעש אקראי גאוסי לבן 

 

( ) [ ] [ ] [ ]XXYXYXf 2
D

2
NT DHH ρ

σ

σ
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 היא פונקצית שערוך רובסטית שנבחרת x(ρ(הפונקציה ,  אופרטור גזירה ליניארי כלשהוDכאשר 

 .  בעוצמת החלקות שנרצה לכפות פרמטר השולטDσ -ו, מראש

 

ל לשם פתרונה של בעיית השחזור הקלאסית של בניית שחזור "עד כה השתמשנו בתוצאה הנ

ל לבעיות שחזור " האם ניתן לעשות שימוש בתוצאה הנ-נשאלת השאלה . לתמונה מטושטשת ורועשת

 . ואנו נציג מספר בעיות כאלה, התשובה היא כן? אחרות

 

המודל נותר כמות שהוא למעט , במקרה זה.  היא ניקוי תמונה מרעשהאפשרות הראשונה 

IH -העובדה ש  עלינו להביא למינימום את , במקרה זה, לכן. =

 

( ) [ ] [ ] [ ]XXYXYXf 2
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2
NT Dρ

σ

σ
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 בתהליך Hכיוון שאנו פטורים מהפעלת (וכמובן התהליך שמתקבל פשוט יותר בהשוואה לזה המקורי 

  ).האיטרטיבי

  

אפשרות .  בכל צירrנשאל כיצד להגדילה פי , Yבהינתן תמונה . אפשרות שניה היא הגדלת תמונה 

גישה .  פיקסלים זהים לוr על rכך שכל פיקסל יוחלף בבלוק של , אחת טריוויאלית היא שכפול פיקסלים

י אינטרפולציה " בו דנו בשחזור מדגימה תיארנו הגדלה ע3בפרק . זו מניבה תמונה באיכות ירודה למדי

באזור שפה בתמונה נקבל מריחה לא נעימה של , אך עדיין, התוצאה בגישה זו טובה יותר. ביליניארית

 . ושוב תתקבל תמונה באיכות ירודה, המעבר

 

אנו נניח כי הייתה תמונה גדולה . אפשרות חדשה היא להתייחס לבעיית ההגדלה כבעיית שחזור 

הבעיה אותה נרצה , לכן. Y לקבלת התוצאה הירודה S ודילול H ש אשר עברה תהליך של טשטוXויפה 

 :לפתור תהיה מינימיזציה של
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( ) [ ] [ ] [ ]XXYXYXf 2
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2
NT DSHSH ρ
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σ
+−−= 

 

באופן זה עשינו שימוש בעובדה שדילול היא פעולה ליניארית הניתנת לתיאור כמכפלת מטריצה 

, 25 על 25ובמוצאה , 100על  100 אם התמונה בכניסתה היא -מטריצה זו מלבנית ולא ריבועית . בוקטור

פעולת הדילול היא פעולה ספרבילית וניתן לפיכך .  עמודות10,000 שורות על 625גודל המטריצה יהיה 

 .מימדיות-לכותבה כמכפלת קרונקר בין שתי פעולות חד

 

 ייקבע ישירות לפי יחס ההגדלה אותו S,  להגדלת תמונהS - וHבאשר לדרך בחירת האופרטורים  

בחירת קיומו של טשטוש תגרום . אם אין רצוננו באפקט של חידוד I -יכול להיבחר כ H. להשיגרצוננו 

במקרים רבים ניתן לקבוע מדוע התמונה קטנה מידי מתוך שיקולים . לתוצאה להיות חדה יותר

 .  יכולה להיבחר בהתאמה לדרך היווצרה של התמונהHואז , פיזיקליים

 

-ל היא בעיית הסופר"ופלת לקטגוריה של משפחת הבעיות הנבעיה אחרת לגמרי אשר גם היא נ 

, Xהיעד מיוצג כתמונה אידיאלית . נתונה לנו מצלמה ירודה באיכותה ורצוננו לצלם יעד כלשהו. רזולוציה

ולבסוף , דילול, טשטוש,  הזזה- לאחר סידרת פעולות מזיקות Xואילו מה שהמצלמה מניבה היא התמונה 

 :בהזזות שונות ולכן נקבל,  פעמיםMחת אנו נצלם במקום לצלם פעם א. רעש
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זאת כיוון . ניתנת לתיאור כפעולה ליניארית ולכן כמטריצה!) כל עיוות גיאומטרי שהוא(הזזת תמונה 

יהיה זה כמו להזיז כל אחת מהן ואז לצרפן , שאם ניקח צירוף ליניארי של שתי תמונות ונזיז את שילובן

 . ניאריתלי

 

 זהים לכל S - ו Hולכן ,  הפעמים בהם צילמנו עשינו שימוש באותה מצלמה ירודה באיכותהM -ב

תוך כדי צילום זזנו ולכן האוריינטציה הגיאומטרית בין התמונות , לעומת זאת. התמונות שנוצרו

ל לקחת את כל נוכ. Yכך התקבל סט תמונות . Fי האופרטורים הליניאריים "זו מיוצגת כאן ע. השתנתה

 :ל ולצרפן לאחת לקבלת"השוואות הנ
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 י מינימיזציה של הביטוי "רזולוציה ייעשה ע-שחזור תמונת הסופר, לכן. אנו רואים אותו מבנה, ושוב
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לדעת את עלינו , רזולוציה-ופרסהליך על מנת להפעיל ת, בדומה לנאמר עבור הגדלת תמונה 

 -תנועה בין התמונות הנתונות ך ורתנועה כרוכה שתהליך שעידיעת אופרטורי ה. האופרטורים המעורבים

 H. ך יחס ההגדלה הרצוי יכול להיקבע ישירות מתוS, כמקודם. ם מתקדמים יותרנושא שיידון בפרקי
 החידוד או פשוט בבחירה שרירותית לפי מידת,  נעשה שימושמצלמה בה הבנת מאפייני הי"ייקבע ע

 .שרצוננו להשיג בתוצאה הסופית
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ואנו שבים במסגרת , )רציף ודיסקרטי(כבר פגשנו במסגרת פרקים קודמים דיון בהתמרות פוריה  

הרעיון הבסיסי שילווה אותנו לכל אורכו של הדיון כאן הוא . פרק זה לנושא זה בשל חשיבותו הרבה

 מאוד מבלי ששמנו לב נכפה עלינו ייצוג,  כמטריצת ערכי רמות אפורM על Nשבהינתן תמונה בגודל  

). 1השווה ] j,k [-תמונה שכולה אפס למעט האיבר ה (e]k,j[מסוים של התמונה מעל הבסיס הטריוויאלי 

אנו נראה כי אמנם ? למעט פשטותה, מדוע לדבוק בה? למה שבחירה זו תחשב טובה יותר מאחרות

 . ים ועודלחסוך בחישוב, עימם ניתן לפשט בעיות, קיימות התמרות לבסיסים אחרים

 

עוד עובדה שתרחף מעל רוב פרק זה כאקסיומה היא שאנו מעונינים לעבוד עם התמרות  

ברור כי בחירה זו מצמצת . בהן התמונה תיוצג כצירוף ליניארי של תמונות בסיס כלשהו, ליניאריות בלבד

נתחיל את אנו . מבטיחה לנו טיפול מתמטי קל יותר, אך מאידך, באופן דרסטי את מקבץ האפשרויות

 .הדיון בבניית הקשר בין בחירת בסיס אלטרנטיבי והתמרה ליניארית

 

 

  בסיס- התמרות ליניאריות 7.1

 

אם אנו עוסקים . התמרה ליניארית קונונציונלית הינה פעולה הניתנת לתיאור כמכפלה במטריצה

 :י" נתונה עU ואז תמונת ההתמרה NMנוכל לסדרה לוקטור ארוך באורך , M על N בגודל Vבתמונה 
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VAU = 

 

]MNMN[ מטריצה ריבועית בגודל A -כשאנו מניחים ש במקרה זה נקבל כי תמונת ההתמרה זהה . ×

. V - לU - תהיה הפיכה על מנת לאפשר התמרה הפוכה מAאנו נדרוש כי . בגודלה לתמונת המקור

-תמרה ונשתמש רק בהתמרות שביצוען קדימהבמקרים רבים אנו נלך צעד נוסף במגמת הפשטת הה

 :עבורן מתקיים,  התמרות יוניטריות-אחורה קל עד טריוויאלי 

 

[ ]*TH1 AAA ==− 

 

מהו הקשר בין בסיס חדש זה והמטריצה . י בסיס חדש"הזכרנו כי התמרה מהווה ייצוג עפ

נניח בשלב זה כי מספר . איתו אנו רוצים לעבוד kbנניח כי נתון לנו סט תמונות בסיס ? Aהנבחרת 

וכן נניח כי בסיס זה פורס את , )Vכמספר הדגימות בתמונת המקור  (MNפונקציות הבסיס הוא בדיוק 

 : כצירוף ליניארי של פונקציות בסיס אלה ונקבלVלכן נייצג את . המרחב

 

UBbuV
MN

1k
kk =∑=

=
 

 

כיוון .  הוא מקדמי הצירוף הליניאריUוהוקטור ,  כעמודותיהkb היא מטריצה המכילה את Bכאשר 

צירוף . קיים רק צירוף ליניארי אחד שייתן שיויון,   אלמנטיםMNובעל ) פורס את המרחב(שהבסיס שלם 

 :י"זה מתקבל ע

VAVBU 1 == − 

 

קיבלנו כי ההתמרה שיש , למעשה.  לא סינגולרית והפיכהBומכיוון שהבסיס שלם נקבל כי המטריצה 

קשר פשוט יותר יתקבל .  מייצג את ההתמרה ההפוכהBכלומר , B היא ההיפוך של U לקבלת Vלבצע על 

 כלומר כאלה שמקיימים,  אורתונורמלייםkbאם נעשה שימוש בוקטורים 

 

( )jkbbj,k j
T
k −δ=∀ 

 

 ולכן,   יוניטריתBאז יתקבל כי המטריצה 

 

VAVBVBU H1 === − 

 

את הוקטורים המהווים את ) לאחר פעולת צמוד קומפלקסי( מכילות Aויצא כי שורותיה של המטריצה 

 . הבסיס החדש
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עבור המקרה הפרטי " משפט פרסבל"להתמרה יוניטרית תכונה חשובה אותה אנו מכירים בשם 

רית המקבלת וקטור  ויוצרת אם נחשוב לרגע על התמרה יוניטרית כפעולה גיאומט. של התמרת פוריה

, של הוקטור בתהליך) הנמדדת בנורמה(התמרה יוניטרית לא משנה את עוצמתו , אזי, ממנו וקטור חדש

 :י הקשר"קל לראות זאת אלגברית ע. אלא פועלת כסיבוב ברב מימד

 

2H

IAA

HH22 VVVVAAVVAUVAU

H

====⇒=

=
↑

 

 

. מאשר נקודות בתמונהבמקרים מסוימים יש עניין בהתמרות בהן יש יותר פונקציות בסיס  

 המכילה את וקטורי בסיס אלה Bהמטריצה , במקרה כזה. Over-Completeבסיסים אלו נקראים 

במקרה כזה . V - יהיה ארוך יותר מUהוקטור , ולכן, ולכן יש לה יותר עמודות משורות, כעמודותיה

 :הקשר המתאר את ההתמרה ההפוכה הוא

 

UBbuV
MN

1k
kk =∑=

=
 

 

  NMכיוון שזו מערכת ליניארית בת .  מורכבת יותר הפעם- V מתוך U יך חישוב  תהל-ההתמרה 

ונשאלת השאלה , Uישנם אינסוף אפשרויות של פתרונות  , )Uאיברי (  נעלמים MN -משוואות ויותר מ

,   בעל חלקות מירבית בין איבריוU ,  בעל הנורמה המינימליתU -נוכל להעדיף את ה.  את מי מהם לבחור

Uאנו נעסוק לקראת סופו של הפרק בבעיה זו ונציע לה פתרונות מעניינים. ליל ביותר האפשרי ועוד הד .

,  כפעולה ליניאריתV - וB מתוך Uנקודה מעניינת היא שלמרבית המקרים לא ניתן יהיה להציג את בניית 

 .דהיינו מכפלה במטריצה

 

ראינו . גימות בתמונה הנתונהנחזור כעת להתמרות ריבועיות בהן מספר הבסיסים כמספר הד 

י שימוש בהתמרות "ופישטנו הלאה ע, עברנו להתמרות ליניאריות, תהליך בו התחלנו עם התמרה כלשהי

במקום , בהתמרות אלו). ספרביליות(הפשטה אפשרית אחרת היא השימוש בהתמרות פרידות . יונטריות

 :מימדיים- שתי משפחות של וקטורים חדאנו נניח כי יש לנו, מימדיות- תמונות בסיס דו MN -לעסוק ב

 

{ } { } NN
1kk

MM
1kk d,c ℜ∈ℜ∈ == 

 

משני סטים אלו נבנה .   כל אחדN וקטורים אחרים באורך N -ו,  כל אחדM וקטורים באורך M, כלומר

 :מימדי לפי-הבסיס הדו

 

kjk
T
kj]k,j[ dcbdcb ⊗=⇒= 
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הביטוי .  הכפלת וקטור עמודה בוקטור שורהי" עN על M כתמונה בגודל kbהביטוי הראשון בונה את 

את . י מכפלת קרונקר" עkbויוצר את , השני השקול לו עושה שימוש בסידור לקסיקוגרפי לפי עמודות

 :י הפעולה" ניתן לייצר עBמלוא הבסיס 

 

DCB ⊗= 

 

 .נראה דוגמה פשוטה להבהרת הרעיון הזה

 

בסיסים אלו .  בהתאמה4 - ו3מימדיים באורך -ים לנו שני סטים של בסיסים חדנתונ: 7.1דוגמה 

 :D - וCמתוארים כעמודות המטריצות 
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 12יהיו לנו ). עמודות (4על ) שורות (3מימדיות בגודל -נבנה בעזרת שני בסיסים אלו בסיס לתמונות דו

 :וקטור בסיס ראשון יהיה, וגמהלד.  אלמנטים כל אחת12תמונות בסיס בנות 

 

[ ] [ ] [ ]0000110000110101011bT
1 −−=⊗−= 

 

 : תיתן Bבניית מלוא הבסיס , באופן דומה
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 ):המתוארת על ההתמרה ההפוכה(בשל התכונה הבאה ? נחשב פשוט יותר) ספרבילי(מדוע בסיס פריד 
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[ ] [ ]CSDUCUDCUBV ⋅⋅=⊗== 

 

ההתמרה ניתנת ,  במטריצת ההתמרה המלאהUקטור משוואה זו אומרת שבמקום לכפול את הו

. D ומימין במטריצה Cכשכופלים משמאל במטריצה , Uמימדי -י פעולה על התמונה במבנה דו"להשגה ע

 מימין משלימה Dולאחר מכן הפעלת , Uמימדית על העמודות של - משמאל מבצעת התמרה חדCהפעלת 

 השוואת כמות המכפלות תחשוף מדוע זה כה .מימדית על השורות של התוצאה-בביצוע התמרה חד

]MNMN[בגישה הישירה עלינו לכפול מטריצה בגודל : אטרקטיבי סך , לכן. MN בוקטור בגודל ×

מטריצת התוצאה ( מכפלות NM2 - כרוכה בU - בCהפעלת , בגישה הספרבילית. 22NMהמכפלות הוא 

  דורשת D -והכפלה נוספת של התוצאה  ב, ) מכפלותMי "וכל איבר בה חושב ע, N על Mל היא בגוד

MN2 מטריצת התוצאה היא בגודל ( מכפלות נוספותM על N וכל איבר בה דורש Nהיחס בין ).  מכפלות

 :כמויות החישובים הוא

 

NM
MN

)NM(NM
NMRatio

22

+
=

+
= 

 

 שתי - 1 היחס הוא M=N=2עבור , )0.5היחס הוא (גישה הישירה יש יתרון ל, M=N=1עבור , לדוגמה

מערך זה ומעלה יש יתרון הולך , ולמעשה, 1.5 היחס הוא M=N=3עבור . הגישות זהות במורכבותן

 נקבל כי היחס N=Mעבור הבחירה . ומתחזק לטובת ביצוע התמרה במבנה ספרבילי על פני ביצועה הישיר

 . Nלה ליניארית עם  כלומר עו0.5Nל הוא פשוט "הנ

 

מה באשר להתמרה הישירה עבור המקרה . V - לU -עד כה עסקנו בביצוע ההתמרה ההפוכה מ

 :נעשה שימוש בתכונה הבאה למכפלת קרונקר ונקבל את הקשר הבא? הספרבילי

 

[ ] [ ] [ ] 11111111 VDCVDCUVBDCDC −−−−−−−− =⊗==⇒⊗=⊗ 

 

ולכן גם בה קיים אותו מרכיב של חסכון , קיבלנו כי גם ההתמרה הישירה היא ספרבילית, כלומר

נקבל כי גם פעולת ההיפוך ,  יוניטריותD - וCההתמרות , אם בנוסף להיותה ספרבילית. ביםבחישו

 .ההתמרה הכוללת גם היא יוניטרית, במקרה זה. וההתמרה הכוללת קלה מאוד לביצוע, פשוטה

 

אלה הן , ואמנם. יוניטריות ופרידות, ראינו אם כך סיבות מצוינות להעדיף התמרות ריבועיות 

. Wavelet -והתמרת ה, HAARהתמרת , DCT -התמרת ה, DFT - התמרת ה-ופולריות ההתמרות הפ

 . ישנם מקרים בהם נרצה התמרה כללית יותר בשל סיבות ייחודיות, כפי שנאמר כבר בסעיף זה, אבל
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 מימדית ותכונותיה- הדוDFT- התמרת ה7.2

 

, במסגרת סעיף זה נחזור ונציגה. מימדית- הדוDFT - כבר פגשנו את התמרת ה2במסגרת פרק  

ייחודה וחסרונה המרכזי של התמרה . מימדית-ספרבילית דו, והפעם באורינטציה של התמרה יוניטרית

ברוב מוחלט של המקרים נעסוק . יתהיא עובדת היותה קומפלקס, בהשוואה להתמרות אחרות, זו

 . והמעבר לערכי התמרה קומפלקסיים יהווה עבורנו מטרד, בתמונות מעל הממשיים

 

התמרה זו מוגדרת . מימדית- חדDFTמימדית צומחת מתוך התמרת - הדוDFT -התמרת ה

} מעל התמךv[m]לוקטור : באופן הבא }1Mm0|mv −≤≤=Ω  ,התמרת ה- DFTמימדית - החד

 י "נתונה ע
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}עבור התמך  }1Mk0|kV −≤≤=Ω .י "ההתמרה ההפוכה מוגדרת ע 
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} מעל התמךf[m,n]עבור תמונה  }1Nn0,1Mm0|]n,m[f −≤≤−≤≤=Ω  ,התמרת ה- 

DFTסדר זה .  עמודותיהולאחר מכן על, רה על שורותיה של התמונהמתי ביצוע ה"מימדית נתונה ע- הדו

 :בשלב ראשון מתקבל, לכן. כיוון שהפעולה המבוצעת פרידה, יכול להתחלף ללא שינוי
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 :ובשלב שני מתקבל
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מימדית מניבים -ניתן לראות כי ביצוע ההתמרה ההפוכה בשני שלבים של התמרה הפוכה חד, באופן דומה

 :שר הבאאת הק



 מימד- התמרות דיסקרטיות בדו- 7פרק 

 - 149 -

{ } ∑ ∑














 +π==

−

=

−

=

− 1M

0k

1N

0

1
DFT N

n
M
mk2jexp],k[F

NM
1],k[FF]n,m[f

l

l
ll 

 

}י "כאשר התמך במישור תדר נתון ע }1N0,1Mk0|],k[F −≤≤−≤≤=Ω ll ,יוצא , כך שלעניינינו

כל שמבדיל בין ההתמרות קדימה ואחורה הוא סימנו .  ערכים מגדירים במלואה את ההתמרה MNכי רק 

והבדל זה הינו בקבוע , 2בפרק ההגדרות המוצעות שונות במקצת מאילו המופיעות . של המעריך המרוכב

 .לפני ההתמרה אשר מבטיח כי מדובר בהתמרה יוניטרית

 

} מקובל להשתמש בסימון DFT -כשדנים ב }N/k2jexpWk
N π−= . אז ההתמרה וההתמרה

 ):מימדית-נתייחס להתמרה חד(י ייצוג מטריצי מהצורה "ההפוכה נתונות ע
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). י שחלוף וצמוד"נתון ע(היפוכה קיים ופשוט , ולכן,  הינה מטריצה יוניטריתWרה מטריצת ההתמ

בדרך . למעשה ישנן שתי אפשרויות לייצגה. מימדית ניתנת אף היא לתיאור מטריצי וקטורי-ההתמרה הדו

הכפלתה משמאל ,  עמודותN שורות על M כמטריצת הפיקסלים בגודל f -כשאנו מתייחסים ל, הראשונה

הכפלת התוצאה מימין במטריצה . תביא לביצוע התמרה על עמודותיה של התמונהMWצה במטרי

NWוכך קיבלנו את , י ביצוע התמרה על שורות התמונה"משלימה עF -מימדית- תמונת ההתמרה הדו .

 :לכן

NMfF WW= 

 

י סידור לקסיקוגרפי לפי עמודות ונקבל וקטור "נה למבנה וקטורי ענמיר את התמו, בגישה השניה 

 f באורך MN .וקטור זה יוכפל באופן הבא: 

 

[ ] ffF NM]N,M[DFTD2 WWW ⊗== − 

 

 מניבה את תמונת f מבצעת את פעולת ההתמרה במלואה על הוקטור MN על MNמטריצה זו בגודל 

 2קשר זה הכרנו עוד בפרק . לפי עמודותי סידור לקסיקוגרפי "ההתמרה כשגם היא במבנה וקטור עפ

-מימדיות פרידות ניתנות לתיאור כמכפלת קרונקר של שתי פעולות חד-כשראינו כי פעולות ליניאריות דו

י שימוש "ניתן להוכיח זאת ע(וניטרית ת מהווה אף היא מטריצה י ברור כי המטריצה הכולל.מימדיות

 .)בתכונות מכפלת קרונקר

 

 :2D-DFT -נסקור מספר תכונות חשובות של ה
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} מעל התמךf[m,n]בהינתן תמונה  :מחזוריות .1 }1Nn0,1Mm0|]n,m[f −≤≤−≤≤=Ω  ,

k[F,[ -נתונה כמימדית ה- הדוDFT -התמרת ה l מוגדרת מעל התמך 

{ }1N0,1Mk0|],k[F −≤≤−≤≤=Ω ll . לכל נקודה דיסקרטית],k[ l  מחוץ לתחום זה

 :מתקבלת מחזוריות לפי הקשר

 

]qN,pMk[F],k[F,q,p ++=∈∀ llZ 

 

י המטריצה " המתוארת ע2D-DFT -פעולת ה :ספרביליותו, וניטריותי , ליניאריות .2

]N,M[DFTD2 −Wכל תכונות אלה קלות . ופרידה, יוניטרית, ריבועית, יניארית מהווה התמרה ל

 .מטריצה זו הינה גם מטריצה סימטרית. לאבחנה מתוך כל שנאמר עד כה

 

 Mי " יכולה להיעשות עN על Mמימדית על תמונה בגודל - הדו DFT -ביצוע פעולת ה : מהיריישום .3

כיוון . M לאורך מימדיות- חדFFT פעולות N, ולאחר מכן, Nמימדיות לאורך - חדFFTפעולות 

NlogN איברים דורשת N על FFTשפעולת  סך הפעולות , )כל פעולה היא חיבור ומכפלה( פעולות 2

 :הנדרש להתמרה מלאה הוא

 

( ) ( )NMlogNMMlogNMNlogMN 222 =+ 

 

נשים לב שלו לקחנו את התמונה .  פעולות22NMי "זאת בהשוואה לביצוע ישיר של ההתמרה ע     

 .יתה דורשת אותה כמות של פעולותימימדית ה- חדFFTפעולת , ר לקסיקוגרפיוהמרנו אותה לסידו

 

מימדית מלכסנת מטריצות בעלות - החדDFT -רת המטריצת התמ :יותוב מטריצות בלוק סיבסוןלכ .4

- הדוDFT -מטריצת התמרת ה, בשל כך.  להגדרה מדויקת של מבנה זה2ראה פרק (מבנה סיבובי 

 .מימדית מלכסנת מטריצות בלוק סיבוביות

 

k[F,[ההתמרה , f[m,n]לתמונה ממשית  : צמודהסימטרייה .5 lמקיימת את הקשרים הבאים : 

 

N0,Mk0]N,kM[*F],k[F <≤<≤∀−−= lll 

 

 ערכים MN2 -כלומר שווה ערך ל(ערכים קומפלקסיים  NM למרות שההתמרה מכילה , כתוצאה מכך 

ראינו כבר מקבילה של תכונה זו עבור התמרות .  מתוכם בלתי תלויים MNהרי שרק , )ממשיים

 .2יה שנסקרו בפרק יהפור
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 DFT-תוצאת ה, N על M בגודל זהה n,m[f2[ -וf1]n,m[ בהינתן שתי תמונות :משפט הקונבולוציה . 6

 :אם, כלומר.   ימדי של הקונבולוציה הציקלית ביניהם זהה לתוצאת המכפלה של התמרותיהןמ-הדו

 

[ ]Nmod)jn(,Mmod)km(f]j,k[f]n,m[z 2
1N

0j
1

1M

0k
−−∑∑=

−

=

−

=
 

 

k[F],k[F],k[Z,[       אזי  21 lll = . 

 

מכפלתם תוצאת , N על M בגודל זהה n,m[f2[ -וf1]n,m[בהינתן שתי תמונות  :משפט פרסבל .7

 :דהיינו, הפנימית זהה המקום ובתדר

 

]n,m[F]n,m[F]n,m[f]n,m[f *
2

1N

0
1

1M

0k

*
2

1N

0n
1

1M

0m
∑∑=∑∑
−

=

−

=

−

=

−
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יטרית נכל התמרה יו ,בתחילת פרק זהכבר נאמר שתוצאה זו לא אמורה להפתיע אותנו כיוון שכפי  

 . 2D-DFT -ובפרט ה,  תכונה זוממלאת

 

 תמונות בסיס בגודל  MN -מימדית מציעה שימוש ב- הדוDFT -התמרת ה :בסיס להתמרהוקטורי ה .8

M על Nעל מנת לקבל את תמונת הבסיס ה. נתונהלצורך ייצוגה של תמונה,  כל אחת - k ,בנות עלינו ל 

, ולבצע התמרת פוריה הפוכה עליו, 1  שיהיה k - למעט האיבר ה0 בו כל הערכים Fוקטור מלאכותי 

Hמכאן נובע באופן פשוט כי עמודותיה של המטריצה . fת לקבל
N

H
M

H
]N,M[DFTD2 WWW ⊗=− 

 . הם וקטורי הבסיס של ההתמרה

 

 25תהיינה  .16 על 16מונות בגודל  לת2D-DFT -בסיס של התמרת הה תמונות אתנציג  :7.1דוגמה 

 אותה כשתי תמונות עבור ציגיש לה, תכיוון שכל תמונת בסיס כזו היא קומפלקסיאך , תמונות בסיס

  .הבסיסים הזו מראה את משפחת 7.1 ציור .ההחלק הממשי והחלק המדומ

 

הרמוני  ומתחזק כשהוא ךנה התדר הולוממ, ניתן לראות כי תמונת הבסיס הראשונה קבועה  

 ירידהמתקבלת  )9האינדקס אחרי (חצי  מעבר ל.ועם מגוון כיוונים,  טהור)פונקציית קוסינום או סינוס(

 . שוב

 

כך שהתדרים עולים כשמתרחקים , מרכזנוח לראות את תמונות הבסיס לאחר פעולת הזזה ל  

 התדר עולה  נקודת המרכזסביב,  כפי שניתן לראות.ראיה זו נותן 7.2 ציור - רכז מהמבאופן רדיאלי

 . מיוצגתבאופן זה כל שפה בתמונה יכולה להיות.  לפי כיוון ההתקדמותזוויותון במגוו
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 החלק -למעלה . 2D-DFT - וקטורי הבסיס של התמרת ה- 7.1ציור 
  החלק המדומה-למטה , הממשי
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 לאחר פעולת הזזה 2D-DFT - וקטורי הבסיס של התמרת ה- 7.2ציור 
  החלק המדומה-למטה , חלק הממשי ה- למעלה .)FFTSHIFT(למרכז 
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 מימדית ותכונותיה- הדוDCT - התמרת ה7.3

 

י שני " וההתמרה ההפוכה לה נתונות ע M באורך v[m]מימדית לוקטור - החד DCT -התמרת ה  

 :הקשרים הבאים
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להציע מבנה , DFT -בדומה ל, ניתן. גם הפעם מדובר בהתמרה ליניארית אך ללא ערכים קומפלקסיים

. MC -אשר תסומן ב, וקל לראות מה יהיה תוכנה של מטריצה מעין זו, אור ההתמרהמטריצי לתי

ללא (י פעולת השחלוף "היפוכה נתון פשוט ע, לכן. אך היא ממשית ויוניטרית, מטריצה זו אינה סימטרית

 ). צמוד קומפלקסי

 

י ביצוע התמרה לשורות " תיעשה עN על M בגודל fמימדית לתמונה -התמרה דו, DFT -בדומה ל  

 :לכן. כלומר ביצוע פעולה פרידה, ולעמודות

 

NMfF CC= 

 

 :י סידור לקסיקוגרפי לפי עמודות"או בגישה של תמונה במבנה וקטורי ע

 

[ ] ffF NM]N,M[DCTD2 CCC ⊗== − 

 

כחות את תכונותיה של נסקור בקצרה וללא הו. המייצגת התמרה פרידה, ומטריצה זו הינה שוב יוניטרית

 . התמרה זו

 

י המטריצה " המתוארת ע2D-DCT - פעולת ה:וספרביליות, יוניטריות,  ליניאריות .1

]N,M[DCTD2 −Wכל תכונות אלה קלות . ופרידה, יוניטרית, ריבועית,  מהווה התמרה ליניארית

 .לאבחנה מתוך כל שנאמר עד כה
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 -גם ביצוע ה, כתוצאה מכך. DFT -אופן הדוק לפעולת ה קשורה בDCT - התמרת ה:יישום מהיר .2

DCT מימדי על תמונה בגודל - הדוM על Nי שימוש בפעולות " יכול להיעשות באופן מהיר עFFT . סך

 . מימדי בגודל זהה- דוDFTהפעולות הדרוש זהה לביצוע התמרת 

 

סנת במדויק מימדית מלכ- החדDCT - מטריצת התמרת ה:לכסון מטריצות בלוק מרקוביות .3

 :בעלות המבנה הבא, אלכסוניות-מטריצות תלת
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 :ניתן להראות כי מטריצות טופליץ מרקוביות הבנויות באופן הבא,       בשל תכונה זו
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 מתקבל כי ρ→1בה לכך היא שעבור הסי. ρ→1אם ,  בקירוב טובDCT -י התמרת ה"      מתלכסנות ע

תכונה זו חיונית .  מהווה מטריצה מלכסנתDCT -ולכן ברור שה, Q היא בדיוק טוב Rהיפוכה של 

, מטריצת טופליץ מרקובית מתארת התנהגות אופיינית של אותות בטבע, כיוון שכפי שנראה בהמשך

 . KLTאנו נשוב לתכונה חשובה זו כשנדבר על התמרת . ולכסונה חשוב לצורך ייצוג נאות או דחיסה

 

 DCT -מתקבל כי התמרת ה, כאשר למטריצה יש מבנה בלוק טופליץ מרקובי, בשל כל האמור לעיל 

 .ρ→1וזה נכון כאשר , מימדית מלכסנת אותה בקירוב טוב-הדו

 

 לבצע DCTתן להראות כי ניתן בעזרת ני, DFT - לDCT - בשל הקשר ההדוק בין ה:קונבולוציה .4

, הקרשים מורכבים יותר, עם זאת. DFT -בדומה לדרך בה הדבר מוצע ב, קונבולוציה מהירה יותר

 .DCT -ואין זה הצד החזק של ה

 

מימדית - הדוDCT - מראה את וקטורי הבסיס של התמרת ה7.3ציור : וקטורי הבסיס להתמרה .5

 . DFT -יון הרב להתמרת הניכר הדמ. 16 על 16לתמונות בגודל 
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 מימדית ותכונותיה- הדוHadamard התמרת 7.4

 

וראינו כי היא כופה עלינו חשבונות עם , DFTהתחלנו את הדיון בהתמרות ספציפיות בהתמרת  

 נמשיך כעת.  הקלה בעיה זו בהציעה התמרה יוניטרית ממשיתDCT -התמרת ה. מספרים קומפלקסיים

 כל איברי המטריצה הממירה -קו זה של הפשטה ונציע התמרה בה אין כלל מכפלות במספרים כלשהם 

 .Hadamard-Walshהמוכרת גם בשם התמרת , Hadamardזוהי התמרת . 1- או 1יהיו 

 

 מהווה Mונניח הפעם כי , Mמימדית לוקטור באורך -נתחיל בתיאור ההתמרה החד, כמקודם 

 -שם היא חשובה לשם יישום יעיל של ה, DFT -דרישה זו מוכרת לנו גם בהקשר ל (2חזקה שלמה של 

 .16 על 16 לתמונות בגודל DCT - תמונות הבסיס של התמרת ה- 7.3ציור 
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FFT .(הפעם נבנה ישירות את מטריצת ההמרה , בניגוד לדרך בה נקטנו בדיון בהתמרות קודמותH .

 :2 על 2 נתחיל במטריצה בסיסית בגודל -התהליך הוא רקורסיבי 
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 נבנה את 4לשם בניית התמרה לאורך . וניכר כי היא יוניטרית, 2וקטורים באורך התמרה זו תקיפה ל

2Hי"ע: 
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 :ומתקבל כי, התהליך יכול להמשיך שוב ושוב. ברור כי התמרה זו יוניטרית, בשל דרך בנייתה

 

11nn HHH ⊗= − 

 

ההתמרה ההפוכה נתונה , בשל כך. שהינה יוניטרית וסימטרית, )1- (- ו1ילה והתוצאה היא מטריצה המכ

 .  י אותה מטריצה ממש"ע

 

) 2בהנחה כי אלו הם חזקות שלמות של , שוב (N על Mברור כי התמרה זו לתמונות בגודל 

עובדה זו מבטיחה שההתמרה . מימדיות-י מכפלת קרונקר בין שתי מטריצות התמרה חד"מתקבלת ע

זהה לחלוטין , ולמעשה, )1- (- ו1בעלת איברים , יוניטרית, לת לתמונה תהווה מטריצה סימטריתהכול

 . NMמימדי באורך -להתמרה לוקטור חד

 

מספר החלפות הסימן מתאר מקבילה , Hכשמסתכלים על שורה מסוימת במטריצת ההמרה 

 אינן מסודרות Hהמטריצה וניתן לראות כי שורות , Sequencyמספר החלפות הסימן מוכר בשם . לתדר

מקובל לעיתים לקחת את מטריצת ההמרה שנבנתה ולסדר את שורותיה כך .  מונוטוניSequencyבסדר 

 .  גדל מונוטוניתSequencyשאמנם יתקבל 

 

 :י"המטריצה נתונה ע. וכיצד לסדרה, 8 לוקטורים באורך Hadamardנראה מהי מטריצת : 7.2דוגמה 
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 :המטריצה לאחר סידורה תהיה. 5 -ו, 2, 6, 1, 4, 3, 7, 0      - לפי שורות הוא Sequency -ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . נסקור בקצרה וללא הוכחות את תכונותיה של התמרה זו

 

י המטריצה " המתוארת ע2D-Hadamard - פעולת ה:וספרביליות, יוניטריות,  ליניאריות .1

]N,M.[HadD2 −Hכל תכונות אלה קלות . ופרידה, יוניטרית, ריבועית, יניארית מהווה התמרה ל

-מימדית זו זהה בדיוק להתמרת הדמרד חד-התמרה דו, יתרה מזו. לאבחנה מתוך כל שנאמר עד כה

N,M.[HadD2[המטריצה . MNמימדית על וקטורים באורך  −H 1- - ו1+ סימטרית ומורכבת מאיברי 

 . בלבד

 

אך מהיר אף יותר בשל שימוש , FFTבדומה למבנה , מרה זו יישום מהיר גם להת:יישום מהיר .2

 .בחיבורים בלבד

 

מטריצת התמרת ההדמרד מקרבת , DCT - בדומה להתמרת ה:לכסון מטריצות בלוק מרקוביות .3

 .ρ→1, באופן סביר ליכסון של מטריצות בעלות מבנה בלוק טופליץ עם ערך קורלציה קרוב לאחת

 

מימדית - מראה את וקטורי הבסיס של התמרת ההדמרד הדו7.4ציור : וקטורי הבסיס להתמרה .4

תכונה מעניינת היא שאם לוקחים את . DCT -ניכר הדמיון הרב להתמרת ה. 16 על 16לתמונות בגודל 

1     1     1     1     1     1     1     1 

1    -1     1    -1     1    -1     1    -1 

1     1    -1    -1     1     1    -1    -1 

1    -1    -1     1     1    -1    -1     1 

1     1     1     1    -1    -1    -1    -1 

1    -1     1    -1    -1     1    -1     1 

1     1    -1    -1    -1    -1     1     1 

1    -1    -1     1    -1     1     1    -1 

 

1     1     1     1     1     1     1     1 

1     1     1     1    -1    -1    -1    -1 

1     1    -1    -1    -1    -1     1     1 

1     1    -1    -1     1     1    -1    -1 

1    -1    -1     1     1    -1    -1     1 

1    -1    -1     1    -1     1     1    -1 

1    -1     1    -1    -1     1    -1     1 

1    -1     1    -1     1    -1     1    -1 
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מקבלים התמרה קרובה , )1 +- וחיוביים ל1- -כלומר שליליים ל (sign לאחר פעולת DCT -בסיס ה

 .עובדה המצביעה על הקשר והדמיון הקרוב ביניהן,  להתמרת הדמרדמאוד

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .16 על 16 לתמונות בגודל Hadamardתמונות הבסיס של התמרת  - 7.4ציור 
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 Wavelet - ומבוא לHaar התמרת 7.5

 

ראינו בתחילה מטריצה בה , מבין כל המטריצות היוניטריות שיכולות לשמש אותנו כהתמרה 

והקלנו את המורכבות החישובית , )DCT(י מציאת התמרה ממשית "שיפרנו ע, )DFT(הערכים מרוכבים 

? תן להמשיך במגמת הפשטה זוהאם ני. 1- או 1+י שימוש במטריצה בה האיברים הם "לאין ערוך ע

אך מרבית איברי מטריצת , 1- או 1+נציע כעת התמרה אשר גם בה הערכים הם ! התשובה היא כן 

נתחיל . Haarהתמרה זו היא התמרת . ובכך נשיג התמרה הדורשת פחות חישובים, ההתמרה יהיו אפס

 . דיתמימ-בהצגתה של התמרה זו לחד מימד ונראה כיצד ממנה נובעת התמרה דו

 

 אינו מתמצא בהיותה בעלת מטריצת התמרה דלילה Haarחשוב להבהיר כי יתרונה של התמרת 

התמרה זו מהווה מקרה פרטי פשוט של משפחה רחבה של התמרות הקרויות ). בה יש הרבה אפסים(

Wavelet ,ק במסגרת זו נציג את ר. אשר נמצאו להיות יעילות בשל מגוון סיבות לטיפול באותות טבעיים

 .את היסודות לתחום רחב ועשיר זה

 

נתחיל במטריצה .  זוגיMמימדית לוקטור באורך -נתחיל בתיאור ההתמרה החד, כמקודם 

 :Hadamardמטריצה זו זהה להתמרת . 2 על 2בסיסית בגודל 
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משמעות התמרה זו היא שבהינתן שני . וניכר כי היא יוניטרית, 2התמרה זו תקיפה לוקטורים באורך 

 :ההתמרה תהיה,  הבונים את הוקטור הנכנס להתמרהb - וaרים מספ
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ובהכפלה בקבוע הנובע מרצוננו בהתמרה (צמד המספרים הוחלף בהתמרה בסכומם ובהפרשם , כלומר

 . ההתמרה ההפוכה ביצעה אותו דבר בדיוק). יוניטרית

 

ולהמיר כל צמד בסכומם , זוגות סמוכיםנוכל לחלקה ל, איברים) זוגי  (Mבהינתן סידרה בת 

נקבל את סידרת המספרים , v[m] -אם נסמן את סידרת הכניסה ב. והפרשם כפי שבוצע לצמד הקודם

 :הבאים

 

[ ]

[ ] 2M,....,4,2,0m]1m[v]m[v
2

1]2
m[d

2M,....,4,2,0m]1m[v]m[v
2

1]2
m[c

−=+−=

−=++=
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המערכת , למעשה.  איברים המייצגת באופן מלא את סידרת המקורMוכך התקבלה סידרת מספרים בת 

 .  לתהליך שתואר שקולה7.5המתוארת בציור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : מחשב ממוצעים מקומיים לפיLPF -ערוץ ה, במערכת זו

 

[ ] 1M,2M,....,4,3,2,1,0m]1m[v]m[v
2

1]m[c −−=++= 

 

שזורקת את כל התוצאות , 2ישנה פעולת דילול ביחס , אך כיוון שאנו נזקקים רק לזוגיים שבהם

 : מחשב הפרשים מקומיים לפיHPF -ערוץ ה, באופן דומה. זוגיים-במקומות אי

 

[ ] 1M,2M,....,4,3,2,1,0m]1m[v]m[v
2

1]m[d −−=+−= 

 

 d - וcעל מנת לקבל את הסדרות ). זוגיים-מהמקומות האי(ושוב דילול הוא זה שמסיר מחצית המספרים 

, כמקודם, ולבצע עליהם סיכום והפרש, עלינו לקחת כל צמד של ערכים מתאימים, v[m] ולחזור למקור

 :ות הבאה משיגה אותו אפקטניתן לראות כי סידרת הפעול. ולשלב את הערכים לפי הסדר הנכון

 

 ).0איבר ראשון יהיה גם הוא (י אפס בין כל שתי ערכים שלהן \ והכנסd - וcי את שתי הסדרות \קח .1

 . זהה לזה בו נעשה שימוש קודםLPF דרך cי את הסדרה המוגדלת \העבר .2

 .  זהה לזה בו נעשה שימוש קודםHPF דרך dי את הסדרה המוגדלת \ העבר .3

 . vוקבל את , י את התוצאות\חסר .4

 

 :נמחיש תהליך זה דרך דוגמה

 

LPF 

HPF 2 

2 

V[m] 
c[m]   m=0,1,  … ,(M-2)/2 

d[m]   m=0,1,  … ,(M-2)/2 

 .d ו c מערכת סינון ודילול ליצירת הסדרות - 7.5ציור 
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 .ניקח את הסדרה הבאה ונפעיל עליה את התהליכים שתוארו: 7.1דוגמה 

 

]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16=[v 

 

 י" תתקבלנה עd - וcהסדרות 

 

 :פסנתחיל בלקיחת הסדרות ומילואן באפסים כשמתחילים בא. נבצע כעת את תהליך השחזור המוצע
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2
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 :  על שתי סדרות אלו תיתןHPF -  וLPFהפעלת 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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 :וחיסור שתי סדרות אלו ייתן את סידרת המקור בדיוק
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סכימת השחזור מתוארת בציור . 7.5גם את תהליך השחזור ניתן לתאר כסכימת בלוקים הדומה לציור 

7.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

נוכל לייצגן כמכפלת הוקטור , m[v[ל בוצעו פעולות ליניאריות על איברי "בכל התהליך הנכיוון ש

Vמטריצה זו תהיה הבאה, עבור וקטור בעל ארבעה איברים.  במטריצה: 
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ושתי השורות האחרונות בונות את ההפרשים ) LPF(כך ששתי השורות הראשונות בונות את הממוצעים 

)HPF.(לוקטור בעל שמונה איברים נקבל, באופן דומה.  במטריצה זו רק חצי מהאיברים שונים מאפס: 
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 זו עדיין לא -חשוב להבהיר . ובה רק רבע מהאיברים שונים מאפס, וקל לראות כי מטריצה זו יוניטרית

 .Haarהתמרת 

 

LPF 

HPF 2 

2 

V[m] 
c[m]   m=0,1,  … ,(M-2)/2 

d[m]   m=0,1,  … ,(M-2)/2 

 .d ו c מהסדרות v מערכת אינטרפולציה וסינון לשחזור - 7.6ציור 



 מימד- התמרות דיסקרטיות בדו- 7פרק 

 - 164 -

 HPF - וLPFההפרדה לסדרות  -עד כה התמקדנו במרכיב החשוב הראשון של ההתמרה  

את : הרעיון בעיקרו פשוט. רזולוציה-נציג כעת את המוטיב השני המרכזי והוא נושא המולטי. מדוללות

כלומר בניית ,  נבצע אותו תהליך כמקודםcועל סידרת הממוצעים ,  נותיר ללא שינויdסידרת ההפרשים 

ה כזו כבר תהיה באורך רבע מהאורך ברור כי כל סידר. שתי סדרות של ממוצעים והפרשים עבורה

עד , LPF -תהליך זה יחזור רקורסיבית כל פעם על סידרת ה. M -וסך כל האיברים יסתכם ל, המקורי

סכימת בלוקים של דרך בנייתה מתוארת בציור . Haarהתוצאה היא התמרת . 1לקבלת סדרות באורך 

7.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :י המטריצה הבאה" אלמנטים יתבצע ע4התמרת וקטור בעל , לדוגמה
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מטריצה זו מוכפלת במטריצה שמותירה את . המטריצה הימנית במכפלה היא המטריצה שנכתבה קודם

ניתן . ומבצעת התמרה על שני האיברים הראשונים כפי שתואר קודם, שתי השורות התחתונות ללא שינוי

 : אלמנטים8פן דומה לבנות את המטריצה המתייחסת להתמרת וקטור באורך באו
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  כפעולות סינון ודילולHaarת  התמר- 7.7ציור 

HPF 2 
  

LPF 2 

HPF 2 
  

LPF 2 

HPF 2 
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M/2 

M/4  

M/8 

M/8 
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מהוות תולדה ) למעט הראשונה(תכונה מעניינת וחשובה של מטריצת ההתמרה היא ששורותיה  

 ציור. Waveletוזהו התרגום לשם " גלונים"גלים אלו נקראים . י  הזזה ומתיחה"של אותו גל המעוות ע

 . מראה גלים אלו כגרפים7.8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 מתקבלת  Nעל  M ההתמרה על תמונה בגודל , כמו בכל המקרים הקודמים, מימד-באשר לדו

}  י "זוהי התמרה יוניטרית קלה במיוחד הניתנת לביצוע ע.  הפעלתה באופן ספרביליי"ע }MNO פעולות

}ות הדורשות בניגוד לכל ההתמרות הקודמ( }}MNlog{MNO י "ביצוע ההתמרה בדרך יעילה נעשה ע). ⋅

 . 7.8עם הבלוק הבסיסי המתואר בציור , מערכת הסינונים והדילולים שתוארה קודם לכן

 

כל מוצא , )h-Horizontalולכן הסימון ( על שורות  HPF - וLPFלאחר ביצוע סינון , בבלוק זה

מתקבל כי תחום התדר מתחלק לארבעה אזורים , אפקטיבית. על עמודות HPF  - ו LPFעובר גם סינון 

 המתייחס לתדרים הנמוכים מתבצעת שוב LL -באזור ה. HH - וLL ,HL ,LH -שווים המסומנים ב

 מראה כיצד בסופו של דבר נראית החלוקה להתמרה 7.9ציור . חלוקה לארבעה אזורים וחוזר שוב ושוב

 ).8 על 8ת לתמונות בגודל המתייחס(בת שלושה שלבים 

 

 - אופקי ו LPFי סינון תמונת המקור במסנן "בלוק זה נבנה ע,  הגדולLHאם נתייחס לבלוק 

HPFכלומר ( בכל ציר 2:1היא מדוללת ביחס , כיוון שכעת התוצאה ממלאת רק רבע תחום בתדר.  אנכי

 4 בלוק זה מוחזק במטריצה של ,8 על 8לתמונה של , לכן). צורכת רבע מכמות הפיקסלים בתמונת המקור

 . 'וכו, 2 על 2י " הפנימי יותר מוחזק עLH -בלוק ה, באופן דומה. 4על 

מימדית כפונקציות הנובעות - החדHaar פונקציות הבסיס של התמרת - 7.7ציור 
 .מתיחה\מאותו מקור עם הזזות וכיווץ
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ניכר כי פונקציות אלה שונות . 7.10מימדית זו מתוארים בציור -פונקציות הבסיס של התמרה דו

, פונקציות בסיס אלה הוא עובדת היותן דלילותהייחוד ב. בתכלית מכל ההתמרות אותן פגשנו קודם

הדומים זה ) Wavelet(אנו רואים כאן גלונים , למעשה. כלומר תמונות בהן מעט איברים שונים מאפס

 .לזה עד כדי מיקום וגודל

 

התמרה זו מהווה מקרה פרטי של משפחת התמרות . Haarבכל האמור עד כה התמקדנו בהתמרת 

 ארוך ,  במסנן אחרHPF - אשר שימש ל[1- 1] כללית מוחלף המסנן Waveletבהתמרת . Wavelet -ה

 

 

 מימדית- הדוHaar הבלוק הבסיסי של התמרת - 7.8ציור 

HPFh 2 
  

HPFv 2 
  

LPFv 2 

LPFh 2 
  

HPFv 2 
  

LPFv 2 
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HL 

LH 

LL 

HH 

LH 

HL 

HH HL 

LH 
HH 

LH 

HL 

LL 

 Haar פסי התדר בהתמרת - 7.9ציור 
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" פונקצית האם"מסנן זה הנקרא . וכזה שיכול לבצע הפרדה טובה יותר של פסי התדר, יותר בדרך כלל

 כזה HPFנן תכנון מס. וממנו נגזרות כל פונקציות הבסיס של ההתמרה, יוצר את כל מאפייני ההתמרה

וישנן פונקציות מסוימות ידועות , נורמלית אינה בעיה קלה כלל-תן כי ההתמרה הכוללת היא אורתוישי

 .היכולות להוות פתרון

 

זוהי התמרה יוניטרית .  שונה באופייה מההתמרות הקודמות בהן עסקנוHaarהתמרת , לסיכום

בנוסף לקלות ביצועה . בשל היותה דלילה)  פעולותO{M} -ב(התמרה זו ניתנת לביצוע מהיר .  וממשית

 היכולת לטפל באותות המשנים את אופיים -יש לה תכונה אטרקטיבית חשובה שלא נידונה כאן , הנומרי

 . הספקטרלי במקום באופן נאות

 16 על 16 לתמונות בגודל Haar פונקציות הבסיס של התמרת - 7.10ציור 
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  התמרות תלויות תמונה7.6

 

 האם -נשאלת השאלה .  מבוצעותן ה עליההעד כה עסקנו בהתמרות קבועות שאינן תלויות בתמונ 

 -בעיה הבאה נציג אם כך את ה.  הן מטפלותלתמונה בהרות ומרות הקשניתן להרוויח משהו מבניית הת

 -ברור כי מיד עולה השאלה . נות ורצוננו לתכנן את ההתמרה הטובה ביותר עבורןנתון לנו סט של תמו

י " ייצוג קומפקטי ע-א עסקנו עד כה תכונה חדשה בה לבמסגרת זו נציג  ?בו נשתמשמהו קריטריון הטיב 

 . תכונה זו תשמש אותנו לקביעת טיבה של התמרה. חלק מבסיסי ההתמרה

 

, M שאורכו v )אשר יכול להיות תמונה לאחר סידור לקסיקוגרפי( נקבל וקטור -הרעיון הוא הבא  

  N ומתוכם נבחר את V איברי הוקטור Mניקח את לאחר ההתמרה  . Vלקבלת , Tונבצע עליו התמרה 

MN0ברור כי ( ,  כלומרXIN -  -פעולה זו תסומן ב. ונאפס את האחרים,  האיברים החזקים)>≥

 איברים Nלמעט העובדה שרק , I הדומה למטריצת יחידה M על Mהוקטור מוכפל במטריצה בגודל 

ונקבל וקטור , T נזין להתמרה הפוכה של V' -תסומן באת התוצאה ש. 1הם  ם על האלכסון יראשונ

התמרה . מראה תהליך זה כסכימת בלוקים 7.11ציור . v' -ולכן יסומן ב, vרוב של המתיימר להיות קי

 .  קרובים ככל האפשרv - וv' כי  שנבחר תיתן Nלכל מוצלחת תיחשב התמרה ש

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

לאחר  ונדרוש כי 7.11יחס לסכימה בציור י נת- בעיה אחרת לכאורה שונה היא הבעיה הבאה 

ברור כי אם . ירבית האפשרית יהיה בעל האנרגיה המV' צאה  התוקטורו,  האיברים החלשיםN-Mאיפוס 

T  המקור אנרגיה זו תהיה קטנה מאנרגיית וקטור, יוניטריתתיבחר להיות v  , ולכן דרישה זו דומה

לה המוזנים  תנסה להיות כזו שתרכז את האנרגיה של הוקטורים T -ן שבמקצת לדרישה הקודמת כיוו

 . במקדמים הראשונים של ההתמרה

 

 עבורן מתוכננת ההתמרה )למעשה וקטורים( סט התמונות - ורמליבאופן פות אלו בעישתי נציג 

} -האופטימלית יסומן ב  }L21 v,...,v,v . עבורN  כיכלשהו נקבל : 

 

vTIT'v,vTI'V N
1

N
−== 

 

 :אותה הגדרנו תהיה הראשונההבעיה , לכן

 התמרה
T 

 התמרה
הפוכה 

T-1 

 
 Nבחירת 
ים המקדמ
 החזקים

v V 'V 'v 

  הזורקת אלמנטי התמרה חלשים מערכת דחיסה אלמנטרית- 7.11ציור 
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על ההפרש בין כניסת , נרצה את ההתמרהרם כשמשמעות הביטוי היא שלכל אחד מהוקטורים עבו

עיית האופטימיזציה בשהגדרנו נקבל את עבור הבעיה השניה . ן ככל האפשרקטהמערכת למוצאה להיות 

 :הבאה

 

{ } ∑=ε
=
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1k

2
kN

2
2

T
vTITMaximize 

 

 .  לאחר ההתמרה והקיצוץרביתכשכאן אנו דורשים אנרגיה מ

 

 מסתבר כי הפתרון !ר לא נפתור במסגרת זוהתקבלו שתי בעיות אופטימיזציה מאוד מעניינות אש 

היוניטרית המלכסנת את ל היא המטריצה "ההתמרה האופטימלית בשני המובנים הנ. לשתי הבעיות זהה

 :הבאההמטריצה 

 

∑=
=

L

1k

H
kk vvR 

 

חדשה טרית יקיבלנו התמרה יונ, לכן. ים העצמייםכאשר יש לסדר את עמודותיה לפי סדר יורד של הערכ

, פילוג התמונותאיסופי ומייצג את חוק כאשר אנסמבל התמונות . ויה בתמונות עליהן היא מבוצעתהתל

 . אשר הציעו אותה לראשונהLoeve - ו Karhunen על שמם של - KLTהתמרה זו קרויה התמרת 

 .v היא מטריצת האוטוקורלציה של הוקטור האקראי Rהמטריצה , ל כזהכאשר מדובר באנסמב, למעשה

 

ות מהווה \ הצורך לחשב התמרה לתמונה! מסתבר כי במקרים רבים לא?התמרה זו מעשיתהאם 

ישה זו גם אינה אפשרית ג, שם נעשה שימוש ניכר בהתמרות, בדחיסת תמונות. ומטרידהעמסה כבדה מ

שאלה טבעית . וזה הורס את יחס הדחיסה,  את ההתמרה בה נעשה שימושכיוון שיש לשדר למקלט גם

התמרה פשוטה י " עKLT -ן לקרב את הניתימות של תמונות למשפחות מסוהיא האם כן אם המתעוררת 

 16 על 16עד (עבור בלוקים קטנים יחסית , לתמונות טבעיות. למזלנו התשובה לכך היא חיובית ?ומוכרת

כבר אין זו הפתעה כיוון ש. KLT - מהווה קירוב טוב מאוד להתמרת הDCT -התמרת ה, )פיקסלים

 זהו בדיוק המבנה מסתבר כי לבלוקים קטנים. מרקוביות-מטריצות בלוק מלכסן בקירוב DCTאמרנו כי 

בכלל מונה וה התמרה פופולרית מאוד בעיבוד ת מהוDCT -ה, בשל האמור לעיל. Rשיש למטריצה 

 .סת תמונות בפרטיחובד

 

ים של  בלוק1024 -חסת ליהשוואה זו מתי. KLT -ל DCT -ת השוואה בין ה מובא7.12בציור 

, נובהשוואה זו מוצגים שני קריטריוני הטיב אותם הצג. Lena שנלקחו מהתמונה 8 על 8גודל תמונות ב

 .םאך גם ניכרת קירבה גדולה בין השניי,  טוב יותר KLT -פי שניהם ה-וניכר כי על
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 על 8 בלוקים בגודל 1024עבור  )כחול( DCT -ל )דוםא(  KLT - השוואת ה- 7.12ציור 
 :למטה, )קריטריון הטיב הראשון(ת שגיאת השחזור  השווא:להלמע.  פיקסלים8

 .)קריטריון הטיב השני(השוואת מידת האנרגיה היחסית 
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 Complete-Over התמרות 7.7

 

יש יותר פונקציות לעשות שימוש בהתמרות ליניאריות בהן  האפשרות ו את זה העלנבפתיחת פרק

ואת , M - ב )אורך וקטור הכניסה להתמרה(מסנן את כמות הפיקסלים . בסיס מאשר נקודות בתמונה

ברור כי במקרה כזה  .Over-Completeנקראים מסוג זה בסיסים . N>M, וכן, N -מספר הבסיסים כ

המכילה את וקטורי בסיס אלה מטריצה  B -נסמן ב. וישנה יתרות, תיאריוקטורי הבסיס תלויים לינ

, Mבאורך  vוקטור בהינתן . )היא מלבנית אופקית( ותר עמודות משורותייש  למטריצה זו - כעמודותיה

 : במקרה כזה הקשר המתאר את ההתמרה ההפוכה הוא. N באורך V הוקטור התמרתו תהיה 

 

VBbVv
MN

1k
kk =∑=

=
 

 

 ים את מקדמי הצירוף הליניארי שלומהו V  איברי -ביצוע ההתמרה ההפוכה פשוט למדי , כלומר

כלומר לבצע את ההתמרה , Vהסוגיה המרכזית היא כיצד לקבוע את . vפונקציות הבסיס לבנייתה של 

 הוא מייצג , ל"אם נתבונן בקשר הנ.  יותר הפעםמורכבתהליך זה מסתבר כי . )בניגוד להפוכה(הישירה 

כיוון שיש  .Vישנם אינסוף אפשרויות של פתרונות  ולכן ,  נעלמיםN -  משוואות וMערכת ליניארית בת מ

 .נראה מספר אפשרויות ונדון בהם ?אותו נעדיףמהו הפתרון מביניהם ש, אינסוף נעלמים

 

 הסיב.  שיהיה גם בעל אנרגיה מינימליתVבחירה אפשרית אחת היא להעדיף את הפתרון  

במקרה כזה יהיה עלינו לפתור את .  משיקולים שוניםV העדפה של ערכים נמוכים באיברי יאהחירה זו לב

 :יזציה הבאהבעיית האופטימ

 

vVB:ToSubject VMinimize:P 2

V
1 = 

 

 :ומתקבל' י כופלי לגרנז"פתרון בעיה זו ייעשה ע
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ת המחיר והאילוצים המוכפלים נקצירוף של פויאן כצי'גרנזשורה ראשונה כתבנו את פונקצית הלב

ופלי וכך התקבל ביטוי לפתרון התלוי בכ,  לאפסוהשוונו Vבשורה שניה גזרנו לפי . 'בוקטור כופלי לגרנז

וכך התקבל '  וקטור כופלי הלגרנזשורה תחתונה הצבנו את התוצאה לאילוץ לחילוצו שלב. 'הלגרנז
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 נשים לב כי .)B )Pseudo-Inverse של יפוך מוכללבפועל ההיא  התוצאה שהתקבלה . המלא לבעיההפתרון

 .י הכפלה במטריצה כלשהי" ע נעשיתv מתוך V כלומר בניית -ההתמרה ליניארית 

 

תהליך ה לבחירה זו יכולה להיות סיב. חלק Vאפשרות שניה לביצוע ההתמרה היא העדפת וקטור  

 האופטימיזציהבעיית . )ור יהיה חלקשיהיה אולי מוצלח יותר אם הוקט(דחיסה שיבוצע עליו לאחר מכן 

  :הפעם תהיה

 

vVB:ToSubject VDMinimize:P 2

V
2 = 

 

' י כופלי לגרנז"עפתרון בעיה זו  . בנויה כך שאינה סינגולריתDנניח כי .  אופרטור גזירה דיסקרטיDכאשר 
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גם הפעם . מטריצת משקל מעין מהווה DTDכשהמטריצה , קיבלנו הפעם הכללת התוצאה הקודמת

 .הת אותגההתמרה ליניארית ויש מטריצה המייצ

 

ן הוא לחפש מבין והרעי. התמרה דלילהאפשרות אחרונה שאותה נזכיר היא האפשרות לבנות  

להעדיף וקטורים דלילים הינה סיבה טובה . את הפתרון בו מרבית איברי ההתמרה הם אפסהפתרונות 

 ישנה טענה .ראות מהדוגמה הבאה כפי שניתן לטוב לדחיסהגם ייצוג זה ו, וחומפקטי ונכיוון שזהו ייצוג ק

ייצוג טוב של המידע  מבצעת התמרות מעין אלו לשם )במוח האדם(רווחת כי מערכת הראיה האנושית 

 . הנקלט במוח

 

בן עשה שימוש בבסיס נ סיביות כל אחד 8בני  אברים 64אם נניח כי לוקטורי כניסה באורך  :7.2דוגמה 

כל יתר , כלומר(יס אחד ויחיד בסלוקטור כל וקטור כניסה למפות  )י קירוב"ע(ונצליח ,  פונקציות בסיס220

במקום , לבד סיביות ב20 -לצורך שידור וקטור הכניסה נזדקק להרי ש, )0מקדמי הצירוף הליניארי הם 

 )0.04יחס דחיסה של ( במקור 512

 

שוב חשוב להדגיש רעיון בסיס ח, ה הדלילה ביותרההתמר מוצאים את בטרם ניגש לשאלה כיצד

אך שם , צוג קומפקטיי יבמובן של כי הוא האופטימלי נוטע, KLT -כשהצגנו את ה. שנובע מהאמור לעיל

נצליח ההתמרה וקטור בעוד ששם רצינו שלחלק מ. יתה שונה בתכליתי ה"ייצוג קומפקטי"הגדרת המושג 

, Over-Completeכאן ההגדרה מתרכזת בהתמרות מסוג , הנחוץמידע להעביר ככל האפשר יותר מה

מצוא את ההתמרה האופטימלית במובן חדש זה לנומריים סיונות ינ. והדגש הוא על דלילות וקטור הייצוג
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 -התמרת הותכונה זו מהווה חיזוק משמעותי לטענה כי , Waveletראו כי מתקבלים בסיסים דמויי ה

Waveletאטרקטיבית לייצוג תמונות . 

 

 את מידת "תמדוד"-שית מחיר עלינו לכתוב פונקצ.  התמרה דלילהנחזור לבעיה של בניית

)ות ציסוגיה זו מחזירה אותנו לשערוך רובסטי ולפונק. Vהדלילות של הוקטור  )xρ . בהינתן וקטורV ,

 ציה קברור כי הפונ

( )∑ρ
=

N

1k
kV 

 

)ילותה אם תהווה אומדן טוב למידת דל )xρ7.13בציור  נראית כ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :יה המוצעת היאצזבעיית האופטימי, לכן

 

( ) vVB:ToSubject VMinimize:P
N
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בסבירות גבוהה , לכן. איטרטיבי בשל היותה מאוד לא קמורההפונקציה המוצעת קשה מאוד לפתרון 

על בעיה זו על מנת להתגבר . ל"קלית של הפונקציה הנלומה יוה נקודת מיניתקבל כי ניפול לפתרון שיהו

)ניתן לעשות שימוש בפונקציה  ) xx =ρ .פתרון יחיד ולכן לבעלת , בחירה זו תהפוך את הבעיה לקמורה

ניתנת ליל וגם מסתבר כי בחירה זו גם מביאה פתרון ד. ם לוקליותוללא נקודות מינימו, קל יחסית לקבלה

חודי המאפשר פתרון זוהי משפחה של בעיות אופטימיזציה בעלות מבנה יי(תכנות ליניארי יית לייצוג כבע

 . )יעיל יחסית

 

)של ל "ה הנראם הבחי  )xρניתן להציע תהליך הקרוי ,  אינה משביעת רצוןGraduated Non 

Convexity )GNC(הרעיון הוא לעשות . מה מקומיותיסיון לחמוק מנקודות מיניבעיה תוך נ לשם פתרון ה

 :מהצורהשימוש בפונקציה 

 

1 

  פונקציה רובסטית לספירת אלמנטים- 7.13ציור 
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( ) 2

2

x1
xx
α+

α
=ρ 

 

. P1 - של בעיית המינימום נורמה עבור אפס נקבל את הפתרון. קטן מאודαכאשר פותרים תחילה עם 

לאט מכיוון שהתחלנו בבעיה קמורה . וזר חלילהוח,  ונפתור שובαלאחר הפתרון נגדיל מעט את הערך של 

 יש ולכן, תחול טוב בכל שלב עבור השלב הבאמשיגים א אנו , ותים אותה לפונקציה שאינה קמורהאנו מעו

אנו משיגים α→∞נשים לב כי עבור . לילה מקסימליתסיכוי טוב שהפתרון יגלוש לכיוון של תוצאה ד

 . ממחיש זאת7.14ציור . למנטים שונים מאפסנקציה שסופרת אפו
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כבר בפרק ראשון עמדנו על הבעייתיות של נפחן . בפרק זה אנו נכנסים לתחום של דחיסת תמונות 

. 3MB פיקסלים בצבע צורכת נפח של 1000 על 1000תמונה ממוצעת בגודל של . האופייני של תמונות

ה אינו מחויב הרעיון המרכזי מאחורי מגוון השיטות והאלגוריתמים שיידונו בפרק זה הוא שנפח ז

בה לאחר דחיסה ופריסה מתקבלת אותה תמונה , בדחיסה אנו מבחינים בין דחיסה ללא אובדן. המציאות

כפי שנראה . בה מתירים שגיאות קלות לשם השגת רווח ביחס הדחיסה, ובין דחיסה אובדנית, בדיוק

 בהרבה פחות לאחסן וניתן, ניתן בפחות מהנפח המלא לאחסן את אותה תמונה בדיוק, במסגרת פרק זה

 . ועל שאלה זו ננסה לענות במסגרת פרק זה, השאלה היא כמובן איך עושים זאת. תמונה דומה לה מאוד

 

 

  יסודות בתורת האינפורמציה8.1

 

 בשנות Shannonי "תורת האינפורמציה הינה תורה חדשה יחסית אשר פותחה לראשונה ע 

. ולאפיין מערכות בהקשר של העברת מידע, מת מידעתורה זו באה לכ, בבסיסה. הארבעים של מאה זו

ברור כי . תורה זו מהווה את התשתית התיאורטית לנושא דחיסת מידע בכלל ודחיסת תמונות בפרט

 .במסגרת זו לא ניתן יותר מסקירה ראשונית לא ממצה בשל נפחו העצום של תחום זה וריבוי התוצאות בו

 

נתון לנו מקור המייצר מספרים . ודאותו של מקור מידע- מידת אי-נתחיל עם מושג האנטרופיה  

האנטרופיה של מקור זה מוגדרת . P(x)עם חוק פילוג ) i.i.d( חסרי תלות ביניהם xאקראיים דיסקרטיים 

 :י הביטוי"ע
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∑=

symbol
bits

xP
1logxPxH 2

x
 

 

נראה . בממוצעמשמעות גודל זה היא כמות הסיביות התיאורטית הנחוצה לייצוג מדויק של תו ממקור זה 

 . מספר דוגמאות להמחשת מידה זו

 

  יהיה בעל אנטרופיה 1/16 -בהסתברות זהה ] 1,16[מקור שמייצר מספרים שלמים בתחום : 8.1דוגמה 

 

symbol/bits416log
16
116)x(H 2 =⋅= 

 

כפי שהתקבל ,  סיביות4 -ניתן לייצג כל אחת ב,  אפשרויות16תוצאה זו אינטואיטיבית לנו כיוון שעבור 

 . בפועל

 

x)x(P/136  -עבור אותו מקור כשהפעם ההסתברות נתונה כ : 8.2דוגמה   מנרמל את 136המספר (=

 :האנטרופיה תהיה, )1ההסתברות לקבלת סכום הסתברויות שווה 

 

symbol/bits76.3
16
136log16...

2
136log2

1
136log1

136
1)x(H 222 ≅



 ⋅++⋅+⋅= 

 

 סיביות לתיאורן 3.76 -די ב, אך לטענת התיאוריה,  אפשרויות16תוצאה זו מעניינת כיוון שעדיין יש לנו 

,   כאשר כל ההסתברויות זהות-ניתן למצוא בדבר הגיון אם נחשוב על הדברים באופן הבא . באופן מלא

עבור הסתברות לא . אין לנו כל דרך לדעת משוה בטרם קיבלנו את התו, כלומר, אי הודאות היא מירבית

בהיותם בעלי ,  לכיוון הערכים הגדוליםעוד בטרם נקבל את התו נוכל לומר כי ישנה נטייה חזקה, אחידה

 . הודאות המתקבלת נמוכה יותר-מידת אי, לכן. הסתברות גבוהה יותר

 

במקרה כזה . 0ושל כל היתר , 1 היא 1הסתברותו של ,  התווים האפשריים16 - נניח כי ל:8.3דוגמה 

 :האנטרופיה תהיה

 

symbol/bits00log0151log1)x(H 22 =⋅+⋅= 

 

 . ודאות-ולכן אין כל אי, לפני שנקבל את התו נדע בדיוק מה יקרה, במקרה זה: אין כאן כל הפתעה

 

 :דרך דוגמה זו המחשנו שתי תכונות חשובות של פונקצית האנטרופיה, למעשה

 

NlogH - חסומה מלמעלה לפי Hהאנטרופיה ,  תוויםNלמקור בעל  .1 שיויון מתקיים כאשר  . ≥2

 . לכל תוN/1ההסתברות זהה ושווה 
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0H - חסומה מלמטה לפי Hהאנטרופיה ,  תוויםNמקור בעל ל .2 שיויון מתקיים כאשר תו אחד בעל . ≤

 .0וכל יתר התווים בעלי הסתברות , 1הסתברות 

 

לא ניתן לדחוס מידע , H(x) קובע כי עבור מקור בעל אנטרופיה  Shannonמשפט הצפינה של 

 בעקרוןקיים ,  חיובי וקטן כרצוננוεלכל : יתרה מזו. ת שגיאותממנו בפחות מהאנטרופיה ללא הכנס

תוצאה זו קובעת כי האנטרופיה מהווה . ε+H(x)אלגוריתם דחיסה אשר ייתן דחיסת המקור לקצב של  

 לא מציע Shannonמשפט זה של . אם רצוננו לדחוס ללא שגיאות, אומדן לביצועיו של אלגוריתם דחיסה

בהמשך נכיר דרכים מעשיות . אלא מוכיח את קיומו באופן תיאורטי, ואת אלגוריתם הדחיסה עצמ

 .למימוש טענה זו

 

עבור מקור , לדוגמה. חשוב להבהיר כי מושג האנטרופיה אינו מוגבל לטיפול בתווים בודדים

 256ואז יש לנו , חדשים" תווים-סופר"-ניתן להתייחס לצמדי תווים כ, [1,16]המייצר מספרים בתחום 

תהליך זה . 'לחשב אנטרופיה כמקודם וכו, וניתן לכל צירוף לקבוע את הסתברותו, וים אפשרייםסוגי תו

 .נמחיש זאת דרך דוגמה. חשוב ונחוץ כאשר יש קשר סטטיסטי בין התווים

 

 תווים אפשריים 256לקיחת צמדי תווים תביא לכך שיהיו , 8.1עבור המקור שתואר בדוגמה : 8.4דוגמה 

 :טרופיה תהיההאנ. שווי הסתברות

 

symbol/bits8256log
256
1256])x,x([H 221 =⋅= 

 

 . ולכן אין כל שינוי ביחס לטיפול בתווים בודדים, נזכור כי הפעם תו אחד הוא בעצם שני תווים

 

 : לפי חוק הפילוג הבא1- - ו1+ נתון מקור המייצר את המספרים :8.5דוגמה 

 

( )




≠
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1kk xx2.0

xx8.0
x/xP 

 

בטיפול בתווים .  גם כן1- סבירות גבוהה יש להיותו של התו הבא ,1-אם התו הקודם היה , לדוגמה, כלומר

1(P(P)1(5.0בודדים נקבל כי   : כיוון ש−=+=

 

5.0)1(P)1(P
0
0

)1(P
)1(P

1)1/1(P)1/1(P
)1/1(P1)1/1(P

)1(P)1/1(P)1(P)1/1(P)1(P
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 :לכן האנטרופיה תהיה
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( ) symbol/bits12log5.02log5.0xH 22 =+= 

 

1,1([P([P)1,1([4.0עבור טיפול בצמדי תווים נקבל כי חוק ההסתברות הוא    - ו++=−−=

1.0])1,1(P])1,1([P  :כיוון ש, −+=−+=

 











−−⋅
+−⋅
−+⋅
++⋅

== −−−

]1,1[5.08.0
]1,1[5.02.0
]1,1[5.02.0
]1,1[5.08.0

)x(P)x/x(P])x,x([P 1k1kk1kk 

 

 :במקרה זה האנטרופיה תהיה

 

( ) symbol/bits7219.110log1.025.2log4.02]x,x[H 2221 =⋅+⋅= 

 

וברור כי הושגה יעילות גבוהה יותר כי נוצל הקשר בין , כך שלתו יחיד נדרשים לפחות מסיבית אחת

כשצפוי שיפור ככל שעובדים עם ', וכורביעיות , ניתן להמשיך במגמה זו ולטפל בשלשות, למעשה. התווים

 . בלוקים גדולים יותר

 

יכולנו לנצל את הקשר הסטטיסטי בין התווים הסמוכים בצורה יעילה יותר לו פעלנו על , למעשה 

ונניח כי ,  וכבר קיבלנו אותו במפענחL -נניח כי אנו נמצאים בתו ה. ההסתברויות המותנות בצורה ישירה

אנו יודעים כי בסבירות גבוהה הערך , את התו הבא)  לפרוס-ובמקלט (נו לדחוס בבוא, לכן. 1+הוא היה 

 :האנטרופיה של התו הבא תהיה, למעשה.  גם כן1+הבא הוא 

 

( ) 7219.0
2.0

1log2.0
8.0

1log8.0XH 221L =+=+ 

 

גישה זו אינה גישת עבודה בבלוקים אלא גישה . כך שקיבלנו תוצאה טובה יותר מזו של העבודה בצמדים

כשעושים שימוש בהסתברות , נדחס התו הבא, )ונקלט( על פי התו הנוכחי שכבר שודר -חלופית של חיזוי 

 . המותנית

 

לו קידדנו את המקור הזה בבלוקים שאורכם שואף לאינסוף היינו מקבלים תוצאה זו , למעשה

אך לא את הקשר לצמד הקודם או , כאשר אנו עובדים בצמד תווים אנו מנצלים את הקשר ביניהם. בדיוק

כאשר הבלוקים מתארכים אנו מצליחים טוב יותר לנצל את . ולכן התוצאה פחות טובה, מד הבאלצ

אם הבלוקים באורך . כשאנו מאבדים רק את הקשרים בתפרים בין הבלוקים, הקשרים בין התווים

 .ערוך-ברור כי הגישה המותנית יעלילה יותר לאין.  אין אובדן-אינסופי 

 

 :הנוגעות לטיפול בבלוקים, ינות את פונקצית האנטרופיהנציג עוד מספר תכונות המאפי

 



  דחיסת תמונות- 8פרק 

 - 179 -

):                     השוויון הבא-קיים אי .1 )∑≤
=

N

1k
kN21 xH])x,...,x,x([H   , 

 

x(P)x(P)x(P])x,...,x,x([P( -כששוויון מתקיים עבור חוק פילוג פריד  N21N21 L= .

ום על תווים הפסד בעבודה על בלוקים במק-משמעות תכונה זו היא שתמיד יש רווח או לפחות אי

 . בודדים

 

):                     השוויון הבא-קיים אי .2 ){ }k
k

N21 xHMax])x,...,x,x([H ≥, 

 

פירוש . כששוויון מתקיים עבור מקרה בו כל המשתנים נקבעים באופן דטרמיניסטי מתוך אחד מהם

הדבר הוא שכאשר הינו בלוק של תווים אך למעשה רק אחד מהם אקראי וכל היתר נגזרים ממנו 

אם נחשב אנטרופיה לכל אחד מהתווים , במקרה כללי. די לקודד תו אקראי זה,  ורה מדויקתבצ

גרוע במובן של מכיל הרבה (לא יתכן שהאנטרופיה המשותפת תהיה קטנה מהגרוע שבהם , בנפרד

 ).אינפורמציה

 

xx(H2])x,x([H(       :    השוויון הבא-קיים אי .3 2121 ⋅≥, 

 

 . ה בו אין קשר סטטיסטי בין התוויםכששוויון מתקיים עבור מקר

 

מה קורה כאשר . עד כה עסקנו בהגדרת מידת האינפורמציה של מקור כאשר רצוננו לדוחסו ללא שגיאות

הידוע בכינויו ,  אומדן אינפורמציהShannonמסתבר שגם ליישום זה הציע ? אנו מוכנים להתיר שגיאות

הרעיון מכליל בצורה ישירה את מושג . R(D) - Rate-Distortion Functionהעיוות -פונקצית קצב

 בין סידרת המקור Dנניח כי אנו מוכנים לקבל כי ייווצר מרחק של עד . האנטרופיה ממקודם באופן הבא

x והסדרה הנפרסת לאחר דחיסה y .פער זה מסומן ב-{ } Dy,xd  וברור כי עלינו להגדיר מהי המטריקה ≥

נציג מספר . R(D) תהיה D תחת שגיאה של עד xמידת האנטרופיה של המקור , אזי. בה אנו עושים שימוש

 :תכונות של פונקציה זו

 

x(H)0(R( אנו בפועל לא מרשים שגיאה ולכן ברור כי D=0עבור  .1 =. 

 יתקבל כי אם פשוט נשלח את ממוצע המספרים לכל תו x מעל סף מסוים התלוי בעוצמתו של Dעבור  .2

D(R(0במקרה זה נקבל כי . D -תתקבל שגיאה קטנה מכניסה  =. 

עליה לא תיתכן כיוון שאז לשגיאה גדולה יותר נדמה כי נדרש .  מונוטונית לא עולהR(D) -פונקצית ה .3

 . זה לא יתכן-קצב גבוה יותר 

 . היא פונקציה קמורהR(D) -פונקצית ה .4

 

 . באופן עקרוניR(D) - מראה כיצד נראית פונקצית ה7.1ציור 
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באופן אנליטי או  D(R)(חישובה של , חשוב להבהיר כי בעוד שאנטרופיה של מקור קלה לחישוב

, חישובה של האנטרופיה דורש את חוק פילוגם של תווי המקור. ולרוב בלתי אפשרי, קשה מאוד) נומרי

רת המטריקה בין אותות הכניסה והיציאה ממערכת  דורש בנוסף את הגדR(D) -חישוב ה

 .פריסה\הדחיסה

 

לכן .  בהסתברות אחידה[0,127]בתחום שלמים  נניח כי המקור שלנו מייצר מספרים :8.6דוגמה 

, 1של ה יאנו מתירים לקידוד לבצע סטיח כי יכעת ננ.  סיביות לאות7של מקור זה היא יה פוהאנטר

 , כלומר

1)yx()y,x(D 2 ≤−= 

 

  פשוטה שתגשיםנציע הצעה.  למשדרלסטות ברמה אחת במקלט בהשוואהאנו מתירים , במילים אחרות

כך .  ונחליף אותו במספר הזוגי הקרוב אליו מלמטההמספר ניקח את - שגיאה זו תוך שידור פחות סיביות

כיוון שכעת . יומרו למספרים זוגייםזוגיים -ספרים איומ, יקרה כי מספרים זוגיים ייוותרו כמות שהם

 נוכל לבחור 2של  עבור שגיאה ,תהליך דומהב. 7 מקום סיביות ב6נדרשים , יימים רק מספרים זוגייםק

 םערכי 43רק כעת יש לנו . )126, … ,0,3,6,9( 3 -רים המתחלקים באת השכן הקרוב ביותר מבין המספ

 . 5.246יה היא פוהסתברות ולכן האנטראפשריים שווי 

 

קציה ובעצם לקבל פונ, ספרים אלונוכל להמשיך תהליך זה ולהציע מקודד עם שגיאה למ

העיוות -פונקצית קצבהפונקציה המוצעת היא פונקציה החוסמת מלמעלה את . R(D) -המקרבת את ה

שידור עם שגיאות במקרה המוצע עם פחות ה טובה יותר לקיימת אסטרטגיכיוון שאין כל הבטחה כי לא 

 .אנטרופיה

 

H(x) 

 

Dmax 

 R(D) - מבנה עקרוני של פונקצית ה- 8.1ציור 
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  יתירויות בתמונות וניצולן8.2

 

העיוות ברור כי דחיסה מצליחה בשל יתירות באות -מהדיון בנושא האנטרופיה ופונקצית קצב 

עד כה ראינו מספר סוגי . יתירות פירושה שהמידע מכיל כפילויות מיותרות הניתנות לניצול. הנדחס

 :תנזכיר אותם ונראה כיצד הם ישימים בתמונו. יתירויות עקרוניים

 

 תווים אפשריים ובלי N אפילו אם המקור שלנו מניב תווים מתוך סט נתון של -יתירות הסתברותית  .1

 . Nlog2 -אם לתווים שונים הסתברות שונה נקבל כי האנטרופיה נמוכה מ, תלות ביניהם

ות של ונזכור כי היסטוגרמה של תמונה היא פונקצית ההסתבר, אם נחזור לרגע לתמונות

ישנה כאן יתירות הסתברותית הניתנת , הרי שאם ההיסטוגרמה אינה אחידה, רמות האפור בה

משיקולים אלו ברור כי ככל שההיסטוגרמה רחוקה מלהיות , למעשה. לניצול לשם קבלת דחיסה

 . כך התמונה דחיסה יותר, אחידה

 

י "עפ.  סיביות כל אחד8י "צגים ע פיקסלים המיו512 על 512 בה יש Lenaניקח את התמונה : 8.7דוגמה 

והאנטרופיה , 8.2ההיסטוגרמה מתוארת בציור . ההיסטוגרמה המנורמלת שלה נחשב את האנטרופיה

 :המתקבלת היא

( ) ( ) pixel/bits58.7
kh

1logkh)pixel(H
255

0k
2Lena =∑=

=
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ים כי כמו כן אנו רוא.  סיביות לייצג כל פיקסל8 -רק מתוך ההיסטוגרמה ברור כי ניתן בפחות מ, כלומר

 .לחסוך כחצי סיבית לפיקסל) תיאורטית בשלב זה( נוכל -הרווח אינו גדול 
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י "האנטרופיה עפ. Lenaמנורמלת של התמונה  היסטוגרמה - 8.2ציור 
 סיביות 7.58היא ) ללא ניצול של קשר בין פיקסלים(היסטוגרמה זו 
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,  ראינו כי כאשר עובדים על בלוקים של תווים וקיימת תלות סטטיסטית ביניהם-יתירות בין תווים  .2

בהשאלה לתמונות נאמר כי כאשר אנו עומדים לקודד את . מתקבלת יעילות טובה יותר של הדחיסה

נצליח טוב יותר , אם ננצל את המידע שמספקים שכניו של פיקסל זה,  בתמונה[i,j] -הפיקסל ה

 הם אמורים להיות בעלי רמות -זאת כיוון שקיימת תלות בין פיקסלים סמוכים בתמונה . בדחיסה

 . ולכן קיימת תלות סטטיסטית חזקה ביניהם, אפור קרובות

 

. וקים נידרש לבנות היסטוגרמה של צמדיםעל מנת לעבוד בבל. Lenaנחזור לתמונה : 8.8דוגמה 

וברור כי מלאכת בניית היסטוגרמה כזו לא תהיה , ) בריבוע256( תאים 65000 -היסטוגרמה זו תדרוש כ

, מעבר לכך. אפשריים-כמו כן ברור כי לבלוקים גדולים יותר נקבל היסטוגרמות בנפחים בלתי. נעימה

 רק פי ארבע -בממוצע , כלומר, פיקסלים 5122ונה זו יש הרי שבתמ, אפילו אם נתעלם מהנפחים הנוצרים

אין מספיק מידע בתמונה לשם בניית פונקצית , לכן. יותר צמדים מכמות התאים לעבודה על צמדים

 .מימדית-הסתברות דו

 

נמחיש רעיון זה על דחיסת . ראינו כי ניתן להציע עבודה עם חיזוי, כתחליף לעבודה בבלוקים 

ונחליט כי במקום לשדר , סדר את כל הפיקסלים בתמונה בעמודה בסידור לקסיקוגרפינ. התמונה הנתונה

פיו יודעים -במקלט כבר נקלט מידע על. X[k-1] -נשדר את ההפרש שלו משכנו הקודם , X[k]את הפיקסל 

נתבונן אם כך .  עצמוX[k]ניתן יהיה לקבוע את , E[k]=X[k]-X[k-1] -ולכן בהינתן ההפרש  , X[k-1]את 

 255-ברור כי ערכי ההפרש נעים בתחום . 8.3 היסטוגרמה זו נתונה בציור - E[k]בהיסטוגרמה של הוקטור 

עיון בהיסטוגרמה זו מגלה כי רוב השגיאות מרוכזות , לעומת זאת. כך שהתחום הדינאמי גדל, 255+ועד 

 :והפילוג נראה פילוג לפלס בעל הצורה, )לאפס(קרוב לראשית 

 

( ) { }eexp
2

eP λ−⋅
λ

= 

 

 .מסתבר כי שגיאות חיזוי בתמונות בדרך כלל בעלות חוק פילוג כזה

 

ברור כי החיזוי המוצלח ביותר הוא לעשות .  סיביות לפיקסל5.14האנטרופיה במקרה זה היא 

כפי . וקשה לשימוש) היא גם משתנה במקום(אך זו קשה לקבלה , שימוש בפונקצית ההסתברות המותנית

קיבלנו ) אנו נראה בהמשך שניתן להציע טובים ממנו שיהיו מעשיים(זוי פשוט למדי י חי"ע, שאנו רואים

 .  סיביות מהשמונה המקוריים3 -אנטרופיה נמוכה בכ

 

כאשר נדון בדחיסת סדרות של תמונות אנו ננסה לנצל גם את הקשר ההדוק בין פיקסלים בין 

כיוון , סלים שכנים מאותה תמונהמסתבר שקשר זה אף חזק יותר בהשוואה לקשר בין פיק. תמונות

 .כך בווידאו-זהו בעצם המקור ליכולת הדחיסה החזקה כל. שתמונות עוקבות בווידאו מאוד דומות
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כעת ננצל את שלמדנו . ל מתייחסות למושג האנטרופיה" שתי היתירויות הנ-ויזואלית -יתירות פסיכו .3

וניתן לנצל עובדה זו לשם השגת ,  הראיה שלנו אינה מושלמתמערכת. העיוות-על פונקצית קצב

 . דחיסה טובה יותר

שונות במקצת מרמות האפור ) לאחר דחיסה אובדנית(אם רמות אפור בתמונה הנפרסת , לכן

במושגים של תורת , כיוון שכך. במרבית המקרים אין אנו מסוגלים לזהות שינוי זה, בתמונת המקור

 כלשהו בין תמונת הכניסה ותמונת היציאה של תהליך Dרים מרחק אנו מתי, האינפורמציה

 המידע מכיל - כלומר -כבר ראינו כי מרחק כזה מניב אנטרופיה קטנה יותר . פריסה-הדחיסה

 .אפקטיבית יותר יתירות

 

אם מוסיפים . יתירות הסתברותית סקלרית מציעה חסכון קטן בייצוג האות, לסיכום דיון זה על יתירויות

בין ) או זמנית(אנו בעצם עושים שימוש ביתירות מרחבית , התייחסות להסתברויות בין פיקסליםלה 

ויזואלי -כאשר מכניסים למשחק את היתירות הפסיכו. ואז ניתן לדחוס בערך פי שתיים, פיקסלים

 תלוי באיכות הרצויה ובאופי - ועד מאות 10יחס הדחיסה יכול לעלות לפי , ומתירים שגיאות קלות

 .ות המטופל\תמונהה

 

 כיצד בונים מקודד מעשי המצליח -נשאלת השאלה . עד כה עסקנו באנטרופיה תיאורטית 

באשר לקידוד ללא שגיאות בו אנו חותרים אל . להגשים את האנטרופיה או לפחות להתקרב לכך

 לא ניתן כלל נזכור כי לרוב, באשר לקידוד עם שגיאות. הכלי אותו נציג מיד הוא קוד הופמן, האנטרופיה

 .אנו נכיר מספר כלי יסוד המשמשים באלגוריתמי דחיסה אובדנית. לקבוע מהי האנטרופיה האפקטיבית
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י "האנטרופיה עפ. Lena היסטוגרמה מנורמלת של תמונת ההפרשים של - 8.3ציור 
 . סיביות לפיקסל5.14היא ) ללא ניצול של קשר בין פיקסלים(היסטוגרמה זו 
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  אלגוריתם הופמן- קידוד אנטרופיה 8.3

 

 קוביה -למשל ( תווים אפשריים Nבית של - המייצר תווים מעל אלףXנניח כי נתון לנו מקור  

ועל פי פונקציה זו אנו , P(X)בור מקור זה ידוע לנו חוק ההסתברות ע). 6 עד 1 -המייצרת מספרים בתחום 

 . H(X) -יכולים לחשב את האנטרופיה התיאורטית 

 

בהינתן , לשם דוגמה. רצוננו לבנות קוד אשר יגשים קצב שידור שיהיה האנטרופיה או קרוב אליה

 סיביות 8י הקצאת "רור כי עב, [0,255]תמונה בת מיליון פיקסלים כשכל פיקסל בעל רמת אפור בתחום 

 אנו עדיין לא מדברים על -כסקלרים (אך אם האנטרופיה של רמות האפור , לפיקסל בנינו קוד מעשי

לשם מתן ?  כיצד נתכנן קוד שירד לרמה זו- סיביות לפיקסל 4.5ידועה להיות ) בלוקים או על חיזוי

 .Prefixוקוד ,  קוד בעל אורך מילה משתנה-נציג דוגמה פשוטה וממנה נכיר שני עקרונות חדשים , תשובה

 

 : עם ההסתברויות הבאות{A,B,C,D,E,F} - תווים אפשריים 6נתון מקור המייצג : 8.9דוגמה 

 

161}F{P,161}E{P,81}D{P,81}C{P,81}B{P,21}A{P ====== 

 

 סיביות לכל תו 3בקידוד טריוויאלי נוכל להציע הקצאת . כנדרש, 1רואים כי סכום הסתברויות אלו הוא 

 6עבור ,  תוצאה זו צפויה כיוון שתיאורטית. יוון שיוותרו שני צירופים ללא שימושויהיה בכך בזבוז כ

585.26log2 -תווים די ב  .  סיביות לתו2.125במקרה שלנו האנטרופיה היא . סיביות לתו =

 

גישה יעילה יותר תהיה , אם הגישה הטריוויאלית מקצה אורך זהה של מילות קוד לכל תו 

ותו בעל ,  תו בעל הסתברות גדולה יקבל מילה קצרה-ים באורך שונה לתווים שונים להקצות מיל

 : נשתמש בקוד הבא-בדוגמה שלנו . הסתברות נמוכה יקבל מילה ארוכה

 

 תו הסתברות קוד אורך

1 0 1/2 A 

3 100 1/8 B 

3 101 1/8 C 

3 110 1/8 D 

4 1110 1/16 E 

4 1111 1/16 F 

 

 

אורכה של , לכן.  של היפוך ההסתברות של כל תו2 לפי בסיס LOGו הם בדיוק האורכים אותם בחרנ

 :המילה הממוצעת בקוד יהיה
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? השאלה הנותרת היא האם הוא ניתן לפענוח. כך שיש לנו קוד מוצלח למדי, וזוהי בדיוק האנטרופיה

לט לעשות הוא לפרק את סידרת הסיביות כל שעל המק, בקוד בו יש מספר קבוע של סיביות לכל תו

כשמגיעה סידרת סיביות נדרש לפרקה , כעת. המגיעה לקבוצות שוות סיביות וכל קבוצה תייצג תו

 אף מילת קוד -נשים לב לתכונה הבאה המתקיימת בקוד שהוצע . והשאלה אן זה אפשרי, לאורכים שונים

והיא זו המבטיחה , Prefix Codeנה זו נקראת תכו. קצרה אינה נהווה את הפתיח למילות ארוכות יותר

 . פענוח יחיד ונכון

 

 נבנה עבור צירוף - AABEACAADAFDBACA - נניח כי רצוננו לשדר את הסדרה -לדוגמה  

. 0,0,100,1110,0,101,0,0,110,0,1111,110,100,0,101,0 -תווים אלו את סידרת הסיביות שתשודר 

ובזכות היות ,  עליו לפרק את הסדרה לבדו-ט לא יכול לקבל סימני הפיסוק הם סימנים אותם המקל

כך . Aולכן המילה היחידה האפשרית היא , 0התו הראשון הוא .  הוא יכולPrefix -הקוד בעלת תכונת ה

 יכולים להיות רק 0 כשלאחריו F .1 עד B ולכן זה יכול להיות 1בסיבית השלישית יש . גם לסיבית השניה

Bו - C ,יו שני אפסים זה רק  כשלאחר1 -וB . וזהו -כך התהליך נמשך כשישנו רק פיסק אפשרי אחד 

 . הפיסוק הנכון

 

י קוד בעל אורך " ראינו כי קיים קוד המגשים את האנטרופיה בדיוק וזאת ע-לסיכום דוגמה זו  

כן כמו .  מילים קצרות לתווים הסבירים יותר ומילים ארוכות לתווים נמוכי ההסתברות-מילה משתנה 

 -סוגיה שלא זכתה למענה עד כה .  מאפשרת פענוח יחיד ונכון של הסדרהPrefixראינו כי היות הקוד קוד 

 ?וכיצד נוכל תכנן קוד למקרים אחרים, מאיפוא נולד הקוד שהוצע

 

 המייצר Xמקור אנו דנים ב. ל"קוד הופמן דן במקרה הכללי ומנסה להכליל את התוצאות הנ 

.  H(X)והאנטרופיה , P(X)ויש בידנו את חוק ההסתברות ,  תווים אפשרייםNבית של -תווים מעל אלף

 :התהליך הוא תהליך של בניית עץ.  מוצלחPrefixאלגוריתם הופמן מציע תהליך פשוט לפיו ייבנה קוד 

 

 . k=Nקבע .  ההסתברויות בשורהNכתוב את סט  .1

האיחוד ייעשה . הנמוכות ביותראחד את שתי התווים בעלי ההסתברויות ,  התווים הקיימיםkמתוך  .2

צומת זאת מגדירה תו חדש שהוא צירוף שני התווים . עץ המתאחדים לצומת אחת-י שני ענפי"ע

 תווים עם  k-1בסיום שלב זה מתקבל סט של . והסתברותו היא סכום הסתברותם, שאוחדו

 .1כשסכום ההסתברויות הוא , הסתברות לכל אחד

 . סיים -ואחרת . 2 חזור לסעיף k>1אם  .3

 

סיברת .  לכל לשני הענפים היוצאים מכל צומת1 - ו0י הקצאת "הקוד מתקבל ע. התהליך שתואר בונה עץ

נמחיש על . הסיביות המגדירה מסלול משורש העץ ועד לעלה היא מילת הקוד של התו המתייחס לעלה זה

 .תהליך זה דרך דוגמה
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 עם {A,B,C,D,E,F} - תווים אפשריים 6ג  נחזור לדוגמה הקודמת בה נתון מקור המייצ:8.9דוגמה 

F{P,161}E{P,81}D{P,81}C{P,81}B{P,21}A{P{161ההסתברויות  ציור . ======

 .  מראה את העץ הנוצר8.4

 

 F - וEבשלב ראשון מאוחדים . בשורה התחתונה ישנה רשימה של כל התווים על הסתברויותיהם 

בשלב שני יש . ת והסתברותו שמיניE+Fנוצר תו חדש בנקרא . ביותם בעלי ההסתברות הנמוכה ביותר

כך התהליך ממשיך עד לקבלת תו ). E+F( על D בחרנו לאחד את -ארבעה תווים בעלי הסתברות שמינית 

 . שהוא למעשה כל התווים כולם, 1אחד בעל הסתברות 

 

) למעלה(על מנת לצאת משורש העץ , כך למשל. בשלב שני אנו מקצים סיביות לכל שני ענפי צומת 

 זוהי בדיוק המילה שהוצעה - 0ולבסוף , 1, 1, 1י ההחלטות " במסלול שמותווה ע עלינו ללכתEועד התו 

 בדיקה קצרה מגלה כי עץ זה מניב במדויק את הקוד שהוצע בדוגמה -למעשה . במסגרת דוגמה קודמת

 .קודמת

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A,1/2}          {B,1/8}          {C,1/8}          {D,1/8}                 {E+F,1/8}   { 

A,1/2}          {B+C,1/4}                   {D+E+F,1/4} { 
 

A,1/2}          {B,1/8}          {C,1/8}          {D,1/8}          {E,1/16}          {F,1/6}  { 

A,1/2}          {B,1/8}          {C,1/8}          {D+E+F,1/4} { 

A,1/2}                       {B+C+D+E+F,1/2} { 
 

{A+B+C+D+E+F,1/2} 

  בניית העץ לשם בניית קוד הופמן- 8.4ציור 

0 

 
1 

0 1 

1 0 

1 0 

1 0 
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בל כי קוד מתק )ל"כמו הדוגמה הנ( 2 של במקרה בו ההסתברויות מהוות חזקות שלמות שליליות

במקרה . אורך המילה הממוצעת היא האנטרופיה, דהיינו, האנטרופיהיקת את הופמן מגשים בצורה מדו

 :כלומר, מהאנטרופיה בעד סיבית אחת לתוה גבוה תן אורך מילה שיהייכללי יותר קוד הופמן י

 

1)X(HL)X(H Average +<≤ 

 

י עבודה "ניתן להתגבר על כך ע, יבית אחת נתון סט הסתברויות בו קוד הופמן סוטה בקרוב לסכאשר 

,  חדש"תו-סופר"-תווים כמד חס לדוגמה לציאם נתי, כל קשר סטטיסטי בין התוויםגם אם אין . בבלוקים

. בודד תתקבל סטייה של עד חצי סיביתלתו , לכן. "תו-סופר"-ל  ה של עד סיבית אחדייהרי שנקבל סט

ברור כי תרגיל זה בא עם .  סיביותN/1 תווים תיתן סטייה של עד Nעבודה על בלוק של , במקרה הכללי

וד הופמן המקורי דורש בנייה ק,  תווים100 עבור מקור בין -לדוגמה . קשה יותר  עבודה על בלוקים-מחיר 

ותהליך , מילות קוד 10,000 של לתכנון ואחסוןים נידרש עבור צמד. שימוש בהן מילות קוד ו100של 

 . בהתאם מסתבךפריסה\הדחיסה

 

דחיסה פשטני ללא שגיאות לתמונה בהסתמך על כל האמור לעיל נוכל להציע אלגוריתם              

וכבר ראינו כי האנטרופיה הסקלרית של ,  את ההפרשים בין פיקסלים סמוכיםאלגוריתם זה יקודד. נתונה

 -ר נצליח להגיע ללקבוע כי במקרה החמור ביות אם נשתמש בקוד הופמן נוכל .  סיביות5.14היא מידע זה 

 אם נשתמש .יוחד לנוכח פשטות האלגוריתםובמ,  דחיסה לא חזקה אך סבירה- סיביות לפיקסל 6.14

 8.5ציור . תרבלוקים נוכל לסחוט דחיסה טובה יויאות החיזוי באו נקודד את שג\ו, בחיזוי מוצלח יותר

 .סה המוצעממחיש בסכימת בלוקים את אלגוריתם הדחי

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

אם .  היא מידת רגישותם לשגיאות ערוץתנה בעלי אורך משנקודה אחרונה בדיון זה על קודים

דרה כדי סיבית אחת בסבשינוי של  די, הופמן על סידרת תווים ומתקבלת סידרת סיביותמופעל קוד 

אך אנו לא ניכנס , מגוון דרכיםניתן להילחם בתופעה זה ב. של כל מה שיבוא אחריהנוח לשבש את הפע

 .לנושא זה

 

 

 חיזוי

מקודד אנטרופיה 

המבוסס על חיזוי וקידוד אנטרופיה כדוגמת ללא שגיאה פשוט  מקודד - 8.5ציור 
 תם הופמןאלגורי

 תמונת כניסה

ה תמונ
 דחוסה
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  גישת החיזוי- דחיסה עם שגיאות 8.4

 

אנו נציג .  גישת החיזוי וגישת ההתמרה-באופן כללי ישנן שתי גישות לביצוע דחיסה עם שגיאות  

המרכיב האחראי על אובדן המידע הוא , בשתי גישות אלו. את שתי גישות אלו במסגרת הדיון הבא

שאלה מהי הפעולה המקדימה שיש לבצע על ההבדל המהותי הוא ב. 4כפי שכבר הוצג בפרק , קוונטיזר

שתי . או התמרה, )כפי שכבר עשינו בסעיפים קודמים( חיזוי -הפיקסלים בטרם יוכנסו לקוונטיזר 

 שתיהן ממירות את הפיקסלים עתירי היתירות במספרים -אפשרויות אלו בעלות מכנה משותף חשוב 

המידע לאחר , כתוצאה מכך. נטים השוניםוקשר סטטיסטי דל בין האלמ, בעלי אנטרופיה נמוכה יותר

 .  ומאפשר עבודה בפיקסלים בודדים במקום בוקטורים, התמרה נוח יותר לדחיסה\פעולת החיזוי

 

צעד ראשון לשם יישום של אלגוריתם דחיסה עם . נתחיל את הדיון בסכימה המבוססת על חיזוי 

י " כלומר ערך החיזוי נבנה ע-סיבתי החיזוי הינו חיזוי . חיזוי הוא קביעת סדר סריקה לפיקסלים

מנת שגם המקלט יוכל לבנות את החיזוי ולצרפו לשגיאת החיזוי -וזאת על, פיקסלים שכבר טופלו

נניח . אין זה כך) מימדי-אות דו(בתמונה , מימדי סיבתיות היא עובדה טבעית-בעוד שבאות חד. הנקלטת

בציור זה גם מתוארת סביבת . 8.6בציור לעת עתה כי התמונה מסודרת שורה לאחר שורה כמתואר 

ישנן גישות שונות לסדר . אשר יכולה לשמש לשם בניית החיזוי, י סדר זה"פיקסלים סיבתית עפ

 .הפיקסלים אשר לא תידונה במסגרת זו

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

על מנת .  הראינו כיצד פועל אלגוריתם עקרוני של דחיסה מבוססת חיזוי ללא שגיאות8.5בציור 

עלינו להכניס לפני קידוד האנטרופיה בלוק , )צפויות לשפר את עומק הדחיסה, שכזכור(הכניס שגיאות ל

במקום . הקוונטיזר יוזן בשגיאת החיזוי אשר יכולה לקבל ערכים שליליים וחיוביים.  קוונטיזר-חדש 

יווצר שגיאה וכתוצאה מכך ת, של שגיאות אלו" העגלה"הקוונטיזר יבצע , לקודד את השגיאות במדויק

מקודד האנטרופיה יזדקק להרבה פחות סיביות לשידור שגיאות , זו" העגלה"בזכות . בתהליך הדחיסה

 .וכך יושג הרווח בדחיסה, אלו

נקודת 
 התחלה

נקודת 
סיום

לפיקסל נתון . י סידור לפי שורות" סדר סיבתי בתמונה ע- 8.6ציור 
 Non-Symetric Halfסביבה סיבתית הקרויה , )המתואר באפור בהיר(

Plane )NSHP (רת באפור מעט יותר כההמתוא. 
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  הוא ממוצע של שכניו הסיבתיים לפיX[k,j]נניח כי החיזוי שלנו לפיקסל : 8.10דוגמה 

 

( )]1j,k[X]1j,1k[X]j,1k[X]1j,1k[X
4
1]j,k[X̂ −++−+−+−−= 

 

בהנחה . ובזה המצוי באותה שורה לשמאלו, לושת הפיקסלים המצויים מעליובחיזוי זה עשינו שימוש בש

 ויקבלו 255+ עד 255-ערכי חיזוי זה ינועו בתחום ,  סיביות8י "שכל פיקסל מקבל רמת אפור המיוצגת ע

דחיסה ללא שגיאה של אות שגיאה .  ערכים אפשריים2041יהיו , לכן. 0.25כל ערך בתחום זה בקפיצות של 

 . ערכים אפשריים2041 -ב בנייה של קוד הופמן לזה יחיי

 

נקבל במוצא הקוונטיזר , אם נפעיל קוונטיזר המעגל את השגיאה לערך השלם הזוגי, כתחליף 

 .  ערכים בלבד255ערכי שגיאה חדשים באותו תחום אך עם 

 

{ } 



 +
⋅=

2
1E2EQ 

 

נמחיש רעיון זה על הפיקסלים .  וכך הלאה2 - ל(3+,1+], 0 לערך (1+,1-]קוונטיזר זה ימפה את הערכים 

נבנה לכל פיקסל את החיזוי כמתואר ונחשב את האנטרופיה ללא קוונטיזציה ועם . Lennaבתמונה 

בהן החזאי , לצורך חישוב האנטרופיה נזרוק את העמודות והשורות הקיצוניות. קוונטיזציה כמתואר;

ואילו עם הקוונטיזציה ,  סיביות לפיקסל4.86יא האנטרופיה ללא קוונטיזציה ה. נופל משטח התמונה

 .  סיביות לפיקסל2.78מתקבלת אנטרופיה של 

 

ללא שגיאה מעצם (הפיקסלים הנקלטים הם הפיקסלים המקוריים , במקודד ללא שגיאה 

בדחיסה . המקלט מצליח לבנות חיזוי הזהה בערכו לחיזוי בו נעשה שימוש במשדר, לכן). הגדרתם ככאלה

ובמקלט , י הפיקסלים הסיבתיים המקוריים במשדר" אם נבנה את החיזוי עפ- נוצרת בעיה עם שגיאה

יתכן שהסטייה . נקבל ערכי חיזוי שונים, י בניית חיזוי על הערכים הנקלטים"ננסה לחקות תהליך זה ע

כעבר . אך זו תשפיע על הערכים המפוענחים הבאים ותיווצר תופעה של שגיאה מצטברת, תהיה קטנה

 . פר עשרות פיקסלים המפענח יניב ערכים שגויים לחלוטין וללא קשר לערכי המקורמס

 

על המשדר לבנות את החיזוי על פי ערכי רמות האפור כפי שיפוענחו , על מנת להתגבר על בעיה זו 

-ותת, מערכת שתהיה מקלט לכל דבר אשר מפענח את הערכים-על המשדר להכיל בתוכו תת, לכן. במקלט

תהליך זה מתואר במלואו בציור . פיהם ייבנה החיזוי-היא אשר תניב את ערכי הפיקסלים עלמערכת זו 

 על סמך X[k,j]מוזן לחזאי המנבא את הדגימה מראה סכימה עקרונית בה האות המקורי ציור זה .  8.7

 מבוסס על הערכים כפי על החיזוי במשדר להיות, כאמור. ~j,k[X[ -חיזוי זה מסומן ב. שכניה הסיבתיים

החיזוי . j,k[X̂[ -אנו נסמן את ערכי הדגימות הנקלטות במקלט ב. י הערכים המקוריים"ששודרו ולא עפ

 :הוא למשל פונקציה מהצורה
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{ } { }]1j,k[X̂],1j,1k[X̂],j,1k[X̂],1j,1k[X̂f]j,k[X~]j,k[XP −+−−−−== 

 

 בשלב השני מחוסר החיזוי מהערך האמיתי ומתקבלת השגיאה

 

]j,k[X~]j,k[X]j,k[E −= 

 

זאת כיוון שאנו .  אשר ממיר את ערכי השגיאה בערכים מקורבים שלהםQשגיאה זו מוזנת לקוונטיזר 

ברור כי הקוונטיזר היא פונקצית . מוותרים על שידור השגיאות במדויק ורצוננו לשדר ערכים דומים להם

 נטיזר מתקבלבמוצא הקוו. שגיאת הקוונטיזציה גדולה יותר, בה ככל שהמדרגות גדולות יותר, מדרגות

 

{ }]k[EQ]k[Ê = 

 

אם . ולצורך כך נעשה שימוש במקודד אנטרופיה כדוגמת קוד הופמן, גודל זה הוא המשודר החוצה

. אנו מקבלים מערכת דחיסה ללא שגיאה, )כלומר מהווה מערכת יחידה(הקוונטיזר אינו מאבד מידע 

 :לכן. ~j,k[X[ את החיזוי  ומחבר אליוÊ]k[המקלט מקבל את 

 

( ) ( )
( )]j,k[Ê]j,k[E]j,k[X

]j,k[Ê]j,k[E]j,k[X~]j,k[E

]j,k[X~]j,k[Ê]j,k[X̂

−−=

=−−+=

=+=

 

 

המוצא של המקלט הוא הערך האמיתי של הפיקסל עם תוספת שגיאה שהיא בדיוק שגיאת , כלומר

 . j,k[X̂[נשים לב כי המשדר מכיל בתוכו סימולציה של המקלט לשם בניית הערכים . הקוונטיזציה
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י קוונטיזציה "הרי שקיבלנו ירידה בשתי סיביות בקירוב לפיקסל ע, 8.9 אם נחזור לדוגמה :8.11דוגמה 

עבור , בהמשך לדוגמה זו.  שגיאה שאנו לא נצליח להבחין בה-ששגיאתה היא לכל היותר רמת אפור אחת 

 :הקוונטיזר הבא





 +

=
4

2E4}E{Q 

 

במקרה זה האנטרופיה . 'וכו, (2,6] עבור כניסות בתחום 4, (2,2-]ם  עבור כניסות בתחו0יתקבל 

 .  רמות אפור2והשגיאה המירבית הפעם היא ,  סיביות לפיקסל2.1המתקבלת היא 

 

ניתן ליישם קוונטיזר כללי יותר בעל מדרגות , למעשה. עד כה הנחנו קוונטיזר פשוט ויוניפורמי

קוונטיזר כזה ינסה ליצור מדרגות צרות יותר סביב . לויד-מקסי אלגוריתם "אשר יתוכנן ע, ברוחב משתנה

השגיאה הכוללת בין האות המשודר לאות הנקלט , לכן. הראשית כיוון שלערכים אלו הסתברות גבוהה

, ניתן גם להשתמש בשיקולים הנובעים מתוך מערכת הראיה בבואנו לתכנן את הקוונטיזר. יהיה קטן יותר

 .קודה זואך אנו נעצור את הדין בנ

 

הרי שלמרכזו של האלגוריתם היה תהליך החיזוי והחסרתו אשר הניב תמונה חדשה , אם נסכם

 :בה הפיקסלים בעלי שתי תכונות חשובות

 תכונה זו מאפשרת לנו לעבוד על כל פיקסל בנפרד מבלי לחשוש שאנו -אין קשר בין הפיקסלים  .1

 .מוותרים על יתירות מרחבית

האות , לכן) . לפני הקוונטיזר ובוודאי שגם אחריו(ילוג נמוך אנטרופיה ערכי הפיקסלים יוצרים פ .2

 .דחיס בצורה יעילה

 

 

  גישת ההתמרה- דחיסה עם שגיאות 8.5

 

גם גישה זו מנסה להשיג את שתי .  גישת ההתמרה-כתחליף לגישת החיזוי מוצעת גישה אחרת 

 - עמודות N שורות על M נניח כי היא בגודל -ניקח את התמונה הנדרשת . ל אך בדרך שונה"התכונות הנ

רה נניח כי אנו משתמשים בהתמרה ריבועית יוניטרית ומתקבלת לפיכך תמונת התמ. ונבצע עליה התמרה

נוכל , ובנוסף בעלי אנטרופיה נמוכה, אם ערכי ההתמרה יהיו חסרי קשר סטטיסטי ביניהם. בגודל זהה

על מנת להכניס שגיאות . ולהשיג כתוצאה מכך דחיסה, להעביר כל אלמנט כסקלר לקידוד אנטרופיה

 העברתם נוכל לקחת את ערכי ההתמרה ולהעבירם דרך קוונטיזר בטרם, לתהליך ולשפר את יחס הדחיסה

 . מראה סכימת בלוקים של מקודד ומפענח הבנויים על עקרון זה8.8ציור . לקידוד אנטרופיה

 

 

 

 

 

 

 
מצד שמאל המשדר ומצד .  סכימת דחיסה עם שגיאות המבוססת על התמרה- 8.8ציור 
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 מיהי ההתמרה אשר תגשים יעד זה של ביטול הקשר בין הפיקסלים -נותרה השאלה המרכזית 

. KLT - ולתכונות שיצרו את התמרת ה7שאלה זו מחזירה אותנו לפרק . והקטנת האנטרופיה שלהם

 היא ההתמרה היוניטרית הטובה ביותר במובן שאם נזרוק חלק ממקדמי KLT -ראינו כי התמרת ה

זריקת . השגיאה בין תמונת המקור לתמונה המשוחזרת לאחר התמרה הפוכה תהיה מינימלית, ההתמרה

כרנו  הז-יתרה מזו . חלק מהאיברים כמוה כמו ביצוע של קוונטיזציה גסה מאוד עבור האיברים הנזרקים

כי ליכסון ) ללא הוכחה(ומסתבר , קורלציה של המידע בתמונה- מלכסנת את מטריצת האוטו KLT -כי ה

 . זה כמוהו כמו ביטול הקשר הסטטיסטי בין הפיקסלים השונים

 

 היותה תלויה בתמונה בה אנו - KLT -ברור כי אסור לשכוח את החסרון המרכזי של התמרת ה

 מהווה  DCT -אבל ראינו כי התמרת ה.  לדחיסה KLT -תן להשתמש בבשל תכונה זו לא ני. משתמשים

כתחליף , לכן).  ומטה פיקסלים16 על 16(והדבר נכון במיוחד לתמונות קטנות , KLT -קירוב טוב מאוד ל

לבצע , )8 על 8גודל אופייני לשימוש הוא (לחלק אותה לבלוקים קטנים ,  ניתן לקחת את התמונה KLT -ל

י אלגוריתם מהיר המבוסס על "התמרה זו יכולה להיעשות ע. מימדית- דוDCTה התמרת על כל בלוק כז

 . FFT -ה

 

בשל ( הערכים המתקבלים 64מתוך . כל מקדם התמרה מועבר דרך קוונטיזר, לאחר ההתמרה

עבורם תיעשה . הקרובים לראשית הם החשובים בהיותם מייצגים מידע נמוך תדר, )8 על 8ההתמרה על 

לערכים הרחוקים מהראשית ). שקול לאמירה כי להם תינתן שגיאה קטנה יחסית(ה עדינה קוונטיזצי

גישה מקובלת היא לבצע קוונטיזציה . ויתכן שאף ערכים אלו ייזרקו, תבוצע קוונטיזציה גסה יותר

,  קטן עבור מקדם הקרוב לראשית-יוניפורמית לערכי ההתמרה עם גודל מדרגה התלוי במיקום המקדם 

לויד או קוונטיזציה הנבנית -גם כאן ניתן להשתמש בקוונטיזר מקס. עבור מקדם הרחוק מהראשיתוגדול 

 .מתוך שיקולי מערכת הראיה

 

.  הידוע ביותו הסטנדרט לדחיסת תמונותJPEG -האלגוריתם שתואר הוא אלגוריתם ה

 . קדםמימדית וקוונטיזציה אחידה תלויית מ- דו DCTי התמרת "אלגוריתם זה מבצע דחיסה ע

 

 8בשלב ראשון כל בלוק של . י אלגוריתם בסיסי מבוסס התמרה" עLena נדחוס את התמונה :8.12דוגמה 

 3 -ל, (0,0) - סיביות באיבר ה8 - עובר קוונטיזציה ל8 על 8כל בלוק של . מימדי- דוDCTי " מותמר ע8על 

השורה הראשונה והעמודה  איברים כאלה המייצגים את 14כ "סה(, (0,*) - ו(*,0)סיביות לאיברים 

י "לכל בלוק שבמקור יוצג ע, לכן. (2,2) - ו(2,1), (1,2) , (1,1) סיביות לאיברים 2 -ול, )הראשונה

גודל המדרגה .  בקירוב8 - ל1כלומר יחס דחיסה של ,  סיביות68 - סיביות אנו משתמשים ב512=64*8

התקבלה התמונה . ים בכל התמונהי מיצוע הבלוק"י חישוב השונות של כל מקדם התמרה ע"נקבע ע

י סכום ריבועי ההפרשים מחולק "מחושבת ע(השגיאה בין שתי התמונות . 8.9המופיעה בציור , הבאה

 ). ביחידות של רמות אפור (13.14היא ) במספר הפיקסלים ולאחר שורש

  

 -מעיון בתמונה המתקבלת ניכרת תופעה האופיינית לאלגוריתמי דחיסה הפועלים בבלוקים 

 תופעה שנובעת מכך שהפעולות שבוצעו זרקו מידע -גבולות הבלוקים ניכרים וצורמים . אפקט הבלוקיות
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קיימים אלגוריתמי דחיסה מוצלחים . ולא נעשה כל ניסיון לשמור על רצף בין הבלוקים, גדול מהבלוק

ת תוכל להבחין  בלי שעין אנושי10 - ל1יותר אשר מטפלים יפה בבעיה ומצליחים להשיג יחס דחיסה של 

 אשר יודעים לקחת תמונה 6קיימים גם אלגוריתמים הנובעים מתוך תורת השחזור שנדונה בפרק . בהבדל

 .עם אפקט קלקול זה ולתקנה תוך כפיית חלקות בין הבלוקים ושימוש שפות באופן כללי

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 הפעלת אלגוריתם זה .Matlab - כפי שמיושם בJPEG -נפעיל את אלגוריתם ה, לשם השוואה

 A הקרוי Matlab - בהינתן תמונה כמערך ב-באופן הבא ) imwrite(י פקודת שמירת התמונה "נעשית ע

 הפקודה, )uint8 -ונתון כ(

 

imwrite(A,'temp.jpg','quality',70) 

 

 במקרה זה דחיסת -השם מסגיר איזה פורמט התמונה מקבלת  (temp.jpgשומרת תמונה זו לקובץ בשם 

JPEG .(באלגוריתם ה- JPEG ,עבור . לא קובעים מראש את יחס הדחיסה אלא את מידת אובדן המידע

כאשר ערך זה מאוד . ועבור ערך נמוך יותר מתירים אובדן,  מקבלים דחיסה ללא אובדן100%איכות של 

 .הנמוך יתקבל יחס דחיסה מצוין על חשבון שגיאה גדולה בין התמונה המקורית לתמונה לאחר פריס

 

 מראה גרף שהתקבל עבור 8.10ציור . JPEG - מראים תוצאות של דחיסת ה8.11 - ו8.10ציורים 

וכנגד כל ערך כזה מוצג שורש השגיאה הריבועית הממוצעת כפונקציה של , )quality(מגוון ערכי האיכות 

, 0שגיאה רואים כי עבור התמונה המקורית בנפח יחידה מקבלת . נפחו היחסי של הקובץ ביחס למקור

תוצאה זו מעניינת כיוון שהיא .  רמות אפור0.3 - מהמקור נותנת שגיאה זעומה של כ0.7ירידה לנפח של 

לו עשינו ,  ללא שגיאה כלל0.5 - יכולנו לקבל נפח של כ-חושפת תכונה שלילית של קידוד מבוסס התמרה 

עבור נפח של . ם גדולים מזהמתקבלת שגיאה גם לנפחי, בהתמרה, לעומת זאת. שימוש בדחיסת אנטרופיה

 . הרבה יותר טוב מהשגיאה אותה קיבלנו בדוגמה לעיל- 5.4 מתקבלת שגיאה של 0.1 -כ

י " ע8 - ל1וגרסה דחוסה ופרוסה שלה ביחס ) משמאל( תמונת מקור - 8.9ציור 
 וללא קידוד אנטרופיה במוצאו, אלגוריתם דחיסה פשטני המבוסס על התמרה
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והציר האנכי את , סי של קובץ התמונה ציר אנכי מייצג את נפחו היח- 8.10ציור 
  JPEGכל זאת עבור אלגוריתם . שורש השגיאה הריבועית הממוצעת
 . Matlab -כפי שמיושם ב

 7.12 יחס דחיסה -ימין למעלה , מקור -שמאל למעלה : JPEG - תוצאות ה- 8.11ציור 
 .5.84 ושגיאה 11.65 יחס דחיסה -למטה משמאל , 4.5ושגיאה 

 16.8 ושגיאה 52.27 יחס דחיסה -למטה בצד ימין 



  עיבוד סדרות של תמונות - 9פרק 

 - 195 -

 
 
 

  עיבוד סדרות של תמונות– 9פרק 
 
 

 

195………………………………………………… עיבוד סדרות של תמונות – 9פרק 

196 ...……………………………………..………………………… תנועה בין תמונות 9.1

201 .…………………………………………… גישת בלוקים - שערוך תנועה בין תמונות 9.2

205 .……………………..……………………… גישה מלאה - שערוך תנועה בין תמונות 9.3

210 ...…………………………………………………… ניקוי רעש בסדרות של תמונות 9.4

MPEG …………………………………………215 - דחיסת סדרות של תמונות ומבוא ל9.5
 
 

 

כבר . סרטי וידאו, כלומר, בפרק זה אנו נכנסים לתחום חדש של טיפול בסדרות של תמונות 

 30 -בדרך כלל מדובר בכ. כה של תמונות בודדותאמרנו בפרק ראשון כי סרט אינו אלא סידרה ארו

כשמסתכלים על צמד . תמונות בשניה לשם קבלת אשליה של רצף כשמסתכלים על הסדרה בקצב זה

כאשר מידת . ההתרשמות הראשונה היא שמדובר בתמונות זהות, תמונות עוקבות אופייני בסרט כלשהו

כ "השוני בין התמונות בד. ה באמת כמעט זהותהתמונות תהיינ, בסרט מועטה) כמות התנועה(הפעילות 

 .תכונה זו מהווה את המוטיב העיקרי באלגוריתמים הדנים בסדרות של תמונות. מיוחס לתנועה ביניהן

 

כל שאמרנו עד כה לתמונות בודדות רלוונטי , ובכן? מהם הטיפולים הדרושים לסדרות של תמונות 

נרצה לשחזר מקלקולים ,  נרצה לשפר במגוון אופנים, נרצה לדגום ולבצע קוונטיזציה-גם לסדרות 

במרבית המקרים ניתן לקחת אלגוריתמים שנועדו לתמונה בודדה ולאמצם לסדרה . ונרצה לדחוס, ידועים

 :כ גישה זו לא מוצלחת בשל שתי סיבות עיקריות"בד. י הפעלתם על כל תמונה בנפרד"של תמונות ע

 

כ לתת תוצאה טובה יותר בהשוואה לגישה בה כל "ריכה בדמשימה המבוצעת על סידרה של תמונות צ .1

ניתן , לכן למשל. זאת כיוון שבסדרה קיים יותר מידע עליו ניתן להתבסס. תמונה מטופלת בנפרד

וניתן לדחוס סדרה עמוק יותר עבור אותה , לנקות רעש בסדרה טוב יותר מאשר מתמונה בודדה

 . שגיאה מאותה סיבה בדיוק

 

כ להיות קלה יותר בהשוואה למשימה המבוצעת על תמונה "על סידרה צריכה בדמשימה המבוצעת  .2

הרי שהטיפול לתמונה , זאת כיוון שאם כבר סיימנו את המשימה עבור התמונה הקודמת. בודדה

ברור כי לכל אלגוריתם יש . הנוכחית כמעט עשוי עוד בטרם התחלנו בשל הדמיון הרב בין התמונות

 .ל תכונה זולמצוא את המכניזם לניצו
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.  הראשונה מציאת ושערוך תנועה בין תמונות-במסגרת פרק זה אנו נתרכז בשלוש משימות עיקריות 

. ולרוב אינה מהווה מטרה בפני עצמה, משימה זו מהווה מרכיב מרכזי בבואנו לטפל בסדרות של תמונות

אנו נראה כי שני . והמשימה השלישית היא דחיסת סרטים, המשימה השניה בה נדון היא ניקוי רעש

על מנת למצות את הפוטנציאל הטמון ) בדרכים שונות(היישומים האחרונים משתמשים בשערוך תנועה 

 .במידע הנתון

 

 

  תנועה בין תמונות9.1

 

. X[k,j,t-1] - וX[k,j,t] -נתונות שתי תמונות עוקבות בסרט וידאו : נציג את הבעיה באופן הבא 

נציג מספר צמדים מתוך סדרות של ? הו הקשר בין תמונות אלה מ-השאלה הראשונה שנשאל היא 

 מראה שלושה צמדים עוקבים של תמונות משלושה 9.1ציור . פיהם ננסה להציע כלל כוללני-ועל, תמונות

תמונה זו בעיקרה , וכפי שניתן לראות, מוצגת גם תמונת ההפרש בערך מוחלט, לכל צמד. סרטים שונים

על בסיס זה מוצע . האזורים הנעים הם החלקים עם השגיאה הגדולה. רש נמוך דבר המעיד על הפ-שחורה 

 :המודל הבא לתאר את הקשר שבין שתי התמונות

 

]1t),t,j,k(dyj),t,j,k(dxk[X]t,j,k[X −−−= 

 

. tבזמן ) k,j (- הם מרכיבי התנועה בציר האופקי והאנכי של הפיקסל הdy(k,j,t) - וdx(k,j,t)כאשר 

כאשר ,  מקורו בפיקסל כלשהו מהתמונה הקודמתtבתמונה בזמן משוואה זו טוענת בפועל כי כל פיקסל 

שמאלה \אך זזות ימנה, רמות אפור נותרות קבועות בזמן, לכן. יתכן שפיקסל זה גם עבר תמונה

הרעיון המרכזי הוא שאותות שונים . מימדיים- ממחיש רעיון זה לוקטורים חד9.2ציור . מטה\ומעלה

 .רדינטותקשורים זה לזה דרך עיוות של הקואו

 

? tשאלה ראשונית בבואנו לטפל בסדרות של תמונות היא כיצד מוצאים את שדה התנועה לזמן  

שדה תנועה זה יוכל לשרת אותנו לשם ייחוס נכון של הפיקסלים בין התמונות ובשל כך לייעל לאין ערוך 

נעלמים בבעיה כללית כמות ה". שערוך תנועה"סוגיה זו קרויה בשם הכולל . פעולות כמו שיפור או דחיסה

במסגרת פרק זה נציג שתי אסכולות מרכזיות בנושא זה של שערוך .  פעמיים מגודל התמונה-זו עצומה 

לשתי גישות אלו יש יישומים . ושערוך לבלוקים של פיקסלים,  שערוך התנועה לכל פיקסל בנפרד-תנועה 

 .והן משלימות זו את זו, מגוונים ושונים

 

נסקור בקצרה מספר . ועה בין התמונות ניתנת לתיאור פרמטרי פשוטלעיתים קרובות התנ 

 :אנו נניח כי הקואורדינטות נתונות במישור ברצף. ונראה את תכונותיהם, מודלים כאלה

 

 :עובר למיקום החדש באופן הבא) x,y( במקרה זה הפיקסל המצוי במישור בנקודה -הזזה גלובלית  .1
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 ]. e,-f-[שדה התנועה בנוי מחיצים שגודלם קבוע ושווה , במקרה זה 

 

 :י הקשר" במקרה זה המיקום החדש נתון ע-) עיוות אויקלידי(הזזה וסיבוב גלובליים  .2
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ותמונות ההפרש שלהן בערך , שה סרטים שונים צמדי תמונות עוקבים בשלו- 9.1ציור 
 לאחר הכפלה בערך קבוע לשם ניצול מלוא התחום הדינאמי(מוחלט 
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הפעם שלושה פרמטרים מאפיינים . ת פעולת הזזה כמקודם ואז מתבצעθהמטריצה מסובבת בזוית 

 כפי שניכר מהמשוואה , שדה התנועה הפעם הם חיצים תלויי מקום. את מלוא התנועה

 

 :י הקשר" במקרה זה המיקום החדש נתון ע-עיוות דמיון  .3
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.  פרמטרים5כ "ובסה,  צירהקטנה שונה בכל\יש הגדלה, בנוסף. הסיבוב וההזזה מתבצעים כמקודם

 .ברור כי גם הפעם יתקבל שדה חיצים משתנה במקום

 

 :י" הקשר הפעם נתון ע-עיוות אפיני  .4
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תנועה אפינית מכילה בתוכה את עיוות הדמיון . כך שישנם שישה פרמטרים המאפיינים את התנועה

 . מתיחה אלכסונית של הצירים המבצע- גזירה - shearעם אפשרות של מרכיב הקרוי 

X[k,t]

X[k,t-1]

k

k 

י עיוות גאומטרי של " שני וקטורים המיוחסים אחד לשני ע- 9.2ציור 
 דהיינו הזזה, הקואורדינטות
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 :י" הקשר כעת מסובך יותר ונתון ע-עיוות פרויקטיבי  .5
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וים ישרים וק, ה ובכל קודמיו בעיוות ז.וכעת שמונה פרמטרים נותנים את הקשר בין הקואורדינטות

 .וים ישריםומומרים לק

 

 בניגוד לעיוותים הקודמים אשר להם קשר פיזיקלי ישיר לדרך היווצרן של -עיוות פולינומיאלי  .6

ניתן להציע קשרים שרירותיים תלוי , מימד-ת מגוונות מתלת מימד לדו בהיותן הטלו,תמונות

 :קשר אפשרי מסוג זה הוא הקשר הבא. פרמטרים בין הקואורדינטות

 

L

L

+⋅+⋅+⋅+⋅+=−

+⋅+⋅+⋅+⋅+=−
2

22222

2
11111

)t(xe)t(y)t(xd)t(yc)t(xba)1t(y

)t(xe)t(y)t(xd)t(yc)t(xba)1t(x
 

  

שורה עליונה (ההזזה . עיוותים אלוועיוותים עליה על מנת להמחיש תמונת לוח שחמט מובאת  9.3בציור 

-] עם הזזה של בוצע )אמצע בצד שמאל(קלידי יאוהעיוות ה, [2.1,4.2]בוצעה עם וקטור תנועה של  )מימין

עם הגדלות של ו [5,5-]של עם הזזה , יתובעיוות הדמיון נעשה שימוש באותה זו. º10ית של ו וזו[15,15

 וארבעת איברי [15-,45-]עיוות האפיני התקבל עם הזזה של ה.  בהתאמה לשני הצירים1.5 - ו0.7

י התמרה הפרויקטיבי עשינו שימוש באותם ערכלקבלת העיוות . [1.3 ,0.1- ,0.7 ,1]המטריצה הם 

כאשר מתקבלת , בדוגמאות אלו .[0.0062 ,0.01] הנוספיםכבמקרה האפיני עם שימוש בשני הפרמטרים 

י שימוש בארבעת השכנים " עבחרנו לבצע אינטרפולציה ביליניארית, שאינו שלםנקודה חדשה במיקום 

 .חשבות כאפסיםנקודות שפולשות אל מחוץ לשטח התמונה נ,  כמו כן.של הנקודה

 

י מספר "תנועה גלובלית הניתנת לתיאור ע, דרה אופייניתבסעוקבות מד תמונות זור לצאם נח 

, מצולם נייח ורחוק יחסית מהמצלמהמה כאשר העצם הפרמטרים מצומצם ניתנת לייחוס לתנועת מצל

, ותי ביחס למרחק מהמצלמהמימדית עם עומק משמע-כאשר לעצם תבנית תלת. שוריאו אם העצם מי

תנועה גלובלית ניתנת גם . ותוון שנקודות קרובות נעות מהר יותר מנקודות רחוקיותר כיהתנועה מורכבת 

בכל מקרה . מימד-נע בתלתהממלא את כל שטח התמונה קשיח נייחת ואילו עצם לקבלה כאשר המצלמה 

 ,כגון מכונית בכביש(תנועה מקומית של עצמים או ,  ומצלמה נעהים קרוביםמימדי-אחר של עצמים תלת

מתקבל שדה תנועה מורכב יותר בו בעקרון לכל , )תמונה נייחת והמכונית מהווה חלק משדה הראיהכשה

ם הבאים נדון בשאלה כיצד במסגרת הסעיפי .קסל צפוי להיות חץ שונה המעיד על כיוון תנועתופי

 -יח מודל פרמטרי אנו נגביל את הדיון לשערוך תנועה כללי מבלי להנ. הזהאת שדה התנועה  משערכים

 .מניחים מראש מבנה מוגבל של תנועהיק ומהר אם  מדוה יותרבול הרישנם אלגוריתמים המסוגלים לפע
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ימין ( הזזה :עיוותים פרמטריים שונים עליה ו)שמאל למעלה( תמונת מקור - 9.3ציור 
, )למטה משמאל(אפיני , )אמצע מימין( דמיון ,)אמצע משמאל(אויקלידי , )למעלה

 .)למטה מימין(פרויקטיבי 
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כלשהו כמכפלה אומטרי יגעיוות סעיף זה היא ייצוג פעולת במסגרת בה נדון קודה אחרונה נ

 משוואה נסתכל על ה. במטריצה

 

]t),t,j,k(dyj),t,j,k(dxk[X]1t,j,k[X ++=− 

 

  את התמונה  מניבX[k,j,t] ים על התמונהמסואומטרי הי העיוות הגאופרטורמשוואה זו קובעת כי 

X[k,j,t-1] .צירוף ליניארי של תמונות נקבל צירוף ליניארי ה ליניארי כיוון שאם נפעיל אותו על אופרטור ז

קובע כי אופרטור זה זה סימון  כאשר, F[t,1]תסומן לכן ניתן לייצגו כמטריצה אשר .  העיוותתוצאות של

. t-k לזמן t מעבירה את התמונה בזמן F[t,k], במקרה הכללי. t-1 לנקודת הזמן tמזמן מעביר תמונה 

 :ברישום לקסיקוגרפי נקבל את הקשר הבא

 

)t(X)1,t(F)1t(X =− 

 

נסתכל על שורה אחת במערכת משוואות זו נוכל אם . Nכאשר נניח כי אורך הוקטורים המעורבים הוא 

 :כךימת תיראה שורה מסו. Fן כיצד בנויה המטריצה להבי

 

)t(X]1,t[F]1t,j,k[X)1t(X n
N

1n
]n,n[00n 00 ∑=−=−

=
 

 

, סידור לקסיקוגרפיאינדקס זה הוא האינדקס ב( בתמונה הקודמת n0 -הפיקסל המשוואה זו אומרת כי 

. הנוכחיתפיקסלים מהתמונה מתקבל כצירוף ליניארי של  )מימד- בדו[k0,j0] -והוא שקול למיקום ה

מתקבל על ידי הזזה של  n0 -  הפיקסל האם, למשל. 1 -לסתכמו ייהיו הזה ארי ימקדמי הצירוף הלינ

]שכל השורה תהיה אפסים ורק האיבר הרי , n0+3 -הפיקסל ה ] ]1,t[F 3n,n 00  . 1 יהיה +

 

מניחים ייצוג דיסקרטי של אנו , מטריצהכאומטרי יעיוות גכאשר אנו דנים בייצוג של , בעיקרון 

. שתיושםלציה ליישום התנועה הנדרשת מסתתרת גם תפיסת האינטרפומטריצה בבניית ה, לכן. התמונה

 במקום כלשהו 1 תכיל F -כל שורה ב, )Nearest Neighbor( הקרובת השכן יפולצאם נרצה אינטר, למשל

ם יילשלי-רים אי איב4ליניארית נקבל כי כל שורה מכילה -ולציה ביבשימוש באינטרפ. ואפס ביתר

כל ב.  הסמוכים לנקודה אליה עברנוואלו מייצגים את המשקלות של רביעיית הפיקסלים, 1שסכומם 

ולכן קל לאחסנה ולתמרן , ם אפסיםמרבית איבריה ה, דהיינו, תקבלת דלילה מאודהמטריצה המ, מקרה

 . אם נחוץאיתה



  עיבוד סדרות של תמונות- 9פרק 

 - 202 -

  גישת בלוקים- שערוך תנועה בין תמונות 9.2
 

מציאת וקטור התנועה לכל פיקסל .  פיקסלים512 על 512נניח כי אנו עוסקים בתמונות בגודל של  

 :בנפרד מציבה בפנינו מספר קשיים אובייקטיביים

 

 גם אם יוצע תהליך מהיר לחישוב הוקטור. כמות הנעלמים גדולה ושווה לפעמיים מספר הפיקסלים .1

 . ביצוע תהליך זה כל כך הרבה פעמים הופך למשימה כבדה מבחינה חישובית, לכל פיקסל

לא די בכך . כמות הזיכרון הנדרשת מהווה גורם מפריע, גם אם איננו חוששים מכמות החישובים .2

גם עלינו לשמור את התוצאה כשני מערכים בגודל התמונה , שעלינו לשמור את שתי התמונות הנדונות

אם עלינו לשדר לגורם כלשהו שדה , במקביל. כללי צפויים להחזיק ערכים ממשייםשבמקרה ה

, לכן.  יותר מהתמונה עצמה- למעשה -הרי שכמות המידע הנדרש לשידור עצומה , וקטורים זה

 .באלגוריתמי דחיסה אין מקום לבניית שדה תנועה מלא המייחס וקטור לכל פיקסל

 ונצא לחפש X[k,j,t]אם נתבונן בפיקסל .  ן עדיין קיימת בעיהאם איננו חוששים מחישובים או זיכרו .3

רעש בתמונה , כמו כן. קרוב לודאי שיתקבלו מספר פתרונות אפשריים, את מקורו בתמונה הקודמת

בחירה טבעית היא ? איך נברור מתוכם את הפתרון הנכון. ישפיע באופן קיצוני על איכות ההתאמה

צפוי כי , אם לפיקסל כלשהו יש וקטור תנועה נתון. עה המתקבללהניח סוג של חלקות על שדה התנו

 .וזאת מתוך הנחה שהם שייכים לאותו עצם בצילום, שכניו ינועו באופן דומה

 

 במקום ליחס וקטור תנועה שונה לכל פיקסל -נוכל להציע את התפיסה הבאה , בשל שלושת הסיבות

ולכל בלוק כזה נייחס וקטור , ) פיקסלים8 על 8 לדוגמה בגודל של(נחלק את התמונה לבלוקים , בתמונה

מעבר ).  פחות64 פי -בדוגמה שלנו (באופן זה נצטרך לחשב ולאגור הרבה פחות וקטורים . תנועה אחיד

כיוון שאם נחפש את מיקומו של הבלוק כמקשה אחת בתמונה , גם נפתור גם את הבעיה השלישית, לכך

 אם בבלוק נתון -החסרון של תפיסה זו ברור . יותר לרעשאנו צפויים לקבל התאמה חסינה , הקודמת

 אנו לא נדע מכך וקרוב לודאי שנייחס לכל -קיימות שתי אוכלוסיות של פיקסלים שנעו באופן שונה 

 .הבלוק וקטור לא מוצלח

 

 בלוקים סמוכים כשכל 64 על 64 -וחילקנו אותה ל, 512 על 512נניח כי בחרנו לעבוד עם בגודל של  

והשאלה בה נטפל כעת היא , לכל בלוק כזה עלינו למצוא וקטור תנועה.  פיקסלים8 על 8גודל של אחד ב

 נבדוק עבור כל מיקום X[k,j,t] לבלוק נתון מהתמונה -השיטה בה ננקוט היא הבאה . כיצד נעשה זאת

י החסרתו "מידת ההתאמה תיקבע ע.  את מידת התאמתוX[j,k,t-1]אפשרי בתמונה הקודמת 

ערך נמוך יעיד על התאמה טובה וערך . העלאת ההפרשים בריבוע וסיכומם, לים במיקום המוצעמהפיקס

]n,m[ונניח כי בלוק זה נלקח מהמיקום , B -אם נסמן את הבלוק המטופל ב. גבוה על התאמה גרועה 00 

 :כלומר, X[k,j,t]בתמונה 

 

8j,k1]t,jn,km[X]j,k[B 00 ≤≤++= 

 

 :מום את הפונקציה הבאהאנו ננסה להביא למיני
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,  מתארים את המיקום ממנו עקרנו את הבלוק המועמד מתוך התמונה הקודמת[m+m0,n+n0]הערכים 

אין צורך לבדוק את שיעור ההתאמה לכל , בפועל.  לבלוק זהBופונקציה זו מודדת בעצם את המרחק בין 

[m,n] תוך התייחסות להסטה המקסימלית האפשרית,  חיפוש סביר יש להתמקד באזור- בשטח התמונה .

הדבר מגדיר אזור חיפוש סביב ,  פיקסלים לכל כיוון6 -אם ידוע לנו כי בלוק לא ינוע יותר מ, למשל

]n,m[הנקודה   6- בתחום n - וm עבור ערכי E[m,n]נתעניין בערכי , לכן.  פיקסלים13 על 13 שגודלו 00

 .4 על 4 ממחיש רעיון זה עבור בלוקים בגודל 9.4 ציור .6+ועד 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

עבור תנועה ( מעבר על כל המיקומים האפשריים -תהליך המינימיזציה דורש חיפוש מייגע  

מסתבר כי . ומציאת הנמוך שביניהם, Eחישוב הערך , ) מיקומים כאלה2(2p+1) יש pמקסימלית 

דרך אחת . ונדרש אלגוריתם מהיר ממנו, ך זה אינו נחשב כזול מבחינה חישוביתליישומים רבים גם תהלי

 : לפונקציה הבאהEלהקל היא לשנות את 

 

[ ]∑ ∑ −++++−=
= =
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00 1t,jnn,kmmX]j,k[B]n,m[E 

 הלקוח מהנקודה Bהבלוק 
[m0,n0] בתמונה בזמן t 

איזור החיפוש 
(t-1)מהתמונה בזמן 

 ואזור החיפוש המתאים לו בתמונה הקודמת  פיקסלים4 על 4 בלוק בגודל - 9.4ציור 
 , אזור החיפוש מוקף בקו עבה.  פיקסלים בכל ציר6בהנחת תנועה מירבית של 

 [m0,n0]ונקודת האמצע בו מתייחסת לנקודה 
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 .  פעולה קלה יותר-באופן זה המרנו העלאה בריבוע לערך מוחלט 

 

כפי שמסתבר ( הינה פונקציה קמורה עם מינימה יחידה E[m,n]בהנחה שהפונקציה , בנוסף

אנו לא נציג . ניתן להציע מגוון אלגוריתמים מהירים למציאת נקודת המינימום, )כלל מתקבל-שבדרך

 באופן סלקטיבי E[m,n]אך נאמר כי ברמה עקרונית הם מציעים לחשב את , אלגוריתמים אלו במסגרת זו

 . ולפי התוצאות הקודמות לקבוע את מיקומן של נקודות הבדיקה הבאות

 

 והפעם עם תוצאת שערוך 9.1 אנו מראים שוב את צמדי התמונות מציור 9.7 - ו9.6, 9.5ים בציור

נשים לב כי .  פיקסלים לכל צד10 ועם הנחת תנועה מירבית של 16 על 16התנועה בגישה זו לבלוקים של 

 וחיצי התנועה נראים כהזזה בצמד השני, בצמדים השני והשלישי הייתה תנועה גלובלית של המצלמה

בצמד הראשון התנועה היא מקומית וכך יוצא שמרבית וקטורי התנועה . וכזום פנימה בצמד השלישי

 .קרובים לאפס

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 י אלגוריתם התאמת בלוקים" צמד ראשון ווקטורי התנועה שהתקבלו ע- 9.5ציור 
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 י אלגוריתם התאמת בלוקים"לו ע צמד שני ווקטורי התנועה שהתקב- 9.6ציור 

 י אלגוריתם התאמת בלוקים" צמד שלישי ווקטורי התנועה שהתקבלו ע- 9.7ציור 
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  גישה מלאה- שערוך תנועה בין תמונות 9.3
 

 קודם היא רמת הדיוק שניתן לצפות החסרון המרכזי בגישת שערוך התנועה שתוארה בסעיף 

,  אך הדבר בא על חשבון דיוק-ברור כי חלוקה לבלוקים מקילה על החישובים ועל צריכת הזיכרון . ממנה

התחליף הוא למצוא וקטור תנועה לכל . כיוון שההנחה שפיקסלים בבלוק נעים כמקשה אחת אינה נכונה

 :כים וקטורי התנועה לקיים היא המשוואה הבאההמשוואה אותה צרי. ובזה נעסוק בסעיף זה, פיקסל

 

)1t,y,x(I)t),t,y,x(dyy),t,y,x(dxx(I −=++ 

 

שתי בעיות ). ועם תנועה הפוכה, דיסקרטית(אותה כבר ראינו בתחילת פרק זה בגרסה שונה מעט 

 :מתעוררות בבואנו לעשות שימוש במשוואה זו

 

 .  הביטוי המתקבל הינו פונקציה מורכבת של הנעלמים .1

 דבר המעיד כי חסר מידע בבואנו לקבוע את וקטורי -חד על שני נעלמים הביטוי כופה אילוץ א .2

 . התנועה

 

אשר מהווה כיום את הרעיון המרכזי , על מנת לפתור את הבעיה הראשונה מוצעת הגישה הדיפרנציאלית

 קטנה [dx(x,y,t),dy(x,y,t)] נניח כי התנועה -הרעיון פשוט בעיקרו . לעשרות אלגוריתמי שערוך תנועה

נוכל לפתח את אגף שמאל של המשוואה , כיוון שכך).  פיקסלים[1+,1-]מצויה בתחום , כלומר(חסית י

 :מתקבל. 1 - ולהזניח איברים מסדר גדול מ(x,y,t)לטור טיילור סביב הנקודה 

 

)t,y,x(dy)t,y,x(I)t,y,x(dx)t,y,x(I)t,y,x(I
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)t,y,x(I)t,y,x(dx
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yx ++=

=
∂

∂
+

∂
∂

+=

=++=−

 

  

אנו .  ידועים לנוומקדמי משוואה זו, [dx(x,y,t),dy(x,y,t)]קיבלנו משוואה ליניארית בנעלמים שלנו 

נשים לב כי . I(x,y,t)מקבלים את שתי התמונות ויכולים לחשב גם נגזרת אופקית ואנכית של התמונה 

פתרנו אם כך את . וניתן להתייחס אלי כנגזרת זמנית, הגורם החופשי הוא ההפרש בין התמונות העוקבות

 Brightness) -" וץ הבהירותמשוואת איל"המשוואה שהתקבלה קוריה . הבעיה הראשונה אותה הצגנו

Constrained Equation - BCE) . 

 

עבור המקרה הדיסקרטי . 5במקרה הדיסקרטי עלינו להשתמש בקירוב הנגזרות כפי שהוצג בפרק 

על מנת לדחות רעש אשר עלול להזיק , רצוי מאוד לבצע החלקה מקדימה על שתי תמונות הכניסה

הנגזרות , כאשר האזור חלק יותר.  למדויקת יותרBCE -ועל מנת להפוך את ה, בחישובי הנגזרות

 .הגבוהות של התמונה חלשות יותר ואז ההזנחה שלנו בטור טיילור הקצוץ נכונה יותר
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.  בבואם לשערך את התנועהBCE -נציג כעת שני אלגוריתמים לשערוך תנועה המשתמשים ב 

וטיב הדומה לתהליך השערוך בבלוקים והוא מציע מ, Kanade -ו Lucas י "האלגוריתם הראשון הוצע ע

והתהליך שיתואר יבוצע לכל  ([k0,j0]נניח כי רצוננו לשערך את התנועה לפיקסל . אותו ראינו בסעיף קודם

 פיקסלים סביב פיקסל זה ונניח כי לכל הפיקסלים יש אותה 5 על 5נפתח חלון של ). פיקסל באופן דומה

בכל פיקסל יש לנו משוואה ליניארית אחת בה שני ערכים . [dx[k0,j0,t],dy[k0,j0,t]]אותה נסמן , תנועה

, LS המשוואות שמתקבלות ונמצא את הפתרון הטוב ביותר במובן 25 נרכז את -אלו הם הנעלמים 

 :אם נרכז את כל המשוואות באופן הבא, דהיינו
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 : להיות Vאנו נגדיר את וקטור התנועה 

 

( ) BAAABAVArgMinV T1T2

V
opt

−
=−= 

 

המטריצה אותה יש להפוך כאן היא . ידי ערכי התמונות ונגזרותיהן נקבל את וקטור התנועה-על, וכך

שיפור מסוים לאלגוריתם יכול להתקבל אם . ולכן מורכבות חישובית אינה מטרידה כאן, 2 על 2בגודל של 

 . נכניס משקל לכל משוואה לפי מרחקה מהפיקסל המרכזי

 

כל עוד התנועה קטנה כפי , וריתם זה מניב תוצאות טובות מאוד בדרך כללמסתבר כי אלג 

לעוות את התמונה , לקבל שדה תנועה, יש להפעיל את האלגוריתם, כאשר היא אינה קטנה. שהנחנו

I(x,y,t-1) אל I(x,y,t)באופן זה התמונות מתקרבות זו אל זו .  לפי התנועה שהתקבלה ולחזור על התהליך

 . התנועה היא התנועה המצטברתבכל איטרציה ו

 

לוואי היא שלכל פיקסל אנו יכולים לקבל מדד -תופעה מעניינת המתקבלת באלגוריתם זה כמוצר 

ואם מטריצה זו , ATAלצורך חישוב הוקטור עלינו להפוך את המטריצה . לאמינות הוקטור ששוערך עבורו

 - למשל - תלויות ליניארית זו בזו A -ת במצב זה מתקבל כאשר כל השורו. לא הפיכה ברור כי אין פתרון

 ממחיש את 9.8ציור . (Aperture Problem)" תופעת המיפתח"מצב זה מוכר בשם . אם כל השורות זהות
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קשה לקבוע את מיקומה החדש אם , על נתח תמונה" חור המנעול"ורואים כי כשמסתכלים דרך , התופעה

ופן זה תיארנו מצב קיצוני בו וקטור התנועה לא ניתן בא. איננו עושים שימוש בקונטקסט הסביבתי שלה

מדד יפה . אך קרובה לכך, המטריצה הנהפכת אמנם אינה סינגולרית, במצבים פחות קיצוניים. לחישוב

.  הקטן חלקי הגדול- הקובע את יחס הערכים העצמיים Condition Number -למידת בריאותה הוא ה

 . כי הוקטור המתקבל אינו כל כך אמיןאם יחס זה קטן מסף מסוים נוכל לקבוע

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.  מראה צמד תמונות עם הזזה מלאכותית מדויקת של פיקסל אחד שמאלה ולמעלה9.10ציור 

 מראה את תוצאת 9.11ציור . האנכית והזמנית, ציור זה גם מראה כיצד נראות תמונות הנגזרות האופקית

בתמונת האמינויות רואים כי אזורי שפה מניבים . Lukas & Kanadeהשערוך של התנועה לפי אלגוריתם 

 .שערוך טוב יותר

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 בציור המתואר ברור לנו כי טבעי לקבוע שהמלבן נע כמקשה אחת - בעיית המיפתח - 9.8ציור 
סתכל      אם נ, לעומת זאת. י תנועת פינותיו"ולכן קל לקבוע את ההזזה של כל נקודה בו עפ

 את מיקומה               BCE -י ה"לא נוכל לקבוע עפ, על נקודה אחת בתוך שטח המלבן
 . יש אינסוף אפשרויות למיקום זה-החדש 

תמונות : למטה.  ביניהן[1,1-]צמד תמונות עם תנועה מדויקת של :  למעלה- 9.10ציור 
 )ימין(וזמנית ) אמצע(האנכית , )משמאל(הנגזרות האופקית 
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. [0.919,0.937-]הוקטור הממוצע בשדה הוקטורים המשוערך הוא , [1+,1-]בדוגמה זו בה התנועה היא 

ושינוי דרך ביצוע הנגזרת , קלות לאיברי החלוןהכנסת  מש, י שינויים קלים כגון הגדלת חלון העבודה"ע

 . ניתן להגיע לדיוק טוב יותר, לגישה מדויקת יותר
 

 מפת -למעלה . Lukas & Kanadeי אלגוריתם " תוצאות שערוך תנועה עפ- 9.11ציור 
. האמינויות של הוקטורים בה ערכים בהירים יותר מעידים על אמינות גדולה יותר

  שדה התנועה המשוערך-למטה 
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 - וHornוהוא פותח על ידי , אלגוריתם שני לביצוע שערוך התנועה מורכב יותר אך יפה יותר

Schunck  . אלגוריתם זה מציע להתייחס לשדה התנועה כולו כנעלם בבעיית אופטימיזציה ולמוצא את

 את V -וב,  של שדה התנועה שאינו ידועx - את כל קואורדינטות הUנסמן בוקטור . כולו במקביל

אלה וקטורים המתקבלים מסידור לקסיקוגרפי של תמונות התנועה האופקית . y -אורדינטות הקו

 : מציעות את הקשר הבאBCE -משוואות ה. ממש כשם שאנו עושים זאת לתמונות רגילות, והאנכית
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 וז של כל משוואת אילוץל הוא פשוט ריכ"למעשה הקשר הנ. M על Nכאשר הנחנו כי התמונות הן בגודל 

נשתמש כעת בתכונת .  נעלמיםMN2 משוואות עם MNיש כאן . הבהירות לכל הפיקסלים לביטוי אחד

נרצה כי נורמת התוצאה ,  גזירה כגון לפלסיאןU" התמונה"אם נפעיל על . החלקות הצפויה לשדה התנועה

, לכן. את בדיון בשחזור תמונותממש כשם שעשינו ז, V ועל Uבאופן זה נכפה חלקות על . תהיה נמוכה

 :פונקצית המחיר אותה נמזער היא
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Û

VDUDYVHUHArgMinV̂,Û
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,  עבור ערך גבוה מאוד נקבל שדה תנועה מאוד חלק- שולט במידת החלקות הנכפית על הפתרון λהגודל 

היפוך המטריצה המתקבל אינו , נותכמו בשחזור תמו. ועבור ערך נמוך נרשה שינויים מרחביים בוקטורים

, )נניח אפסים(בה מתחילים בניחוש , SD -וכתחליף מוצעת גישה איטרטיבית לפי ה, בא בחשבון

 :ומעדכנים הפתרון לפי
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הפעולות . אין צורך לבנות מטריצות או לייצג את הנעלמים בפועל כוקטורים, גם באלגוריתם זה

והכפלה ,  הפעלת לפלסיאן כקונבולוציה- פשוטות V - וUשוואה זו על תמונות הנעלמים המתבצעות במ

 . איבר באיברי האלכסון הראשי- איברV - וUבמטריצות אלכסוניות כפירושו הכפלת התמונות 
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בחרנו . 9.11 - ו9.10 מובאות תוצאות של אלגוריתם זה לאותו צמד כבתמונות 9.12בציור  

100=λ9.13בציור . [0.9952-,0.9921]הוקטור הממוצע הוא .  וכך נכפתה חלקות חזה על הוקטורים 

 .מובא הגרף המראה את גובה הפונקציה שהובאה למינימום כפונקציה של מספר האיטרציה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 & Hornי אלגוריתם " שדה התנועה כפי ששוערך ע- 9.12ציור 
Schunck ,9.10יע בציור עבור הצמד המופ. 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2
x 105

 גובה הפונקציה המובאת למינימום כפונקציה של מספר - 9.13ציור 
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  ניקוי רעש בסדרות של  תמונות9.4

 

במסגרת סעיף זה נראה כיצד . קציות העושות שימוש בשערוך תנועהנעבור כעת לדון באפלי 

לצורך יישום זה נדרש להשתמש בשערוך תנועה מדויק . מנקים סידרת תמונות מרעש אדיטיבי גאוסי ולבן

 . ולכן אנו נניח כי אלגוריתם כדוגמת האלגוריתמים הדיפרנציאליים משמש אותנו, ככל האפשר

 

בה כל , t(X( -ללא רעש מסומנת ב(סידרת התמונות המקורית . ימוניםנתחיל את הדיון בקביעת ס 

אשר גם הוא בנוי , t(Y(הסרט הפגום הוא .  פיקסליםN על Mאיבר הוא וקטור המתאר תמונה בגודל 

 :אך קיים הקשר הבא, N על Mמתמונות בגודל 

 

)t(N)+t(X)=t(Y 

 

וזה אומר כי ערכיו במקום ובזמן , ר לבןהרעש כאמו. t(X( היא גרסה רועשת של Y)t(התמונה , כלומר

רצוננו להפיק שערוך מוצלח ונקי , Y(t)בהגיע התמונה . וחסר תלות) פילוג גאוסי(מפולגים באופן זהה 

פי מידע שכבר התקבל - נבנה עלt(X̂(כלומר מערכת שבה , אנו נניח מערכת סיבתית. X̂)t(מרעש שיסומן 

הנחה אחרונה היא שאנו יכולים לשערך את התנועה בין כל צמד תמונות . י תמונות עתידיות"ולא עפ

 נקבל אותה תוצאה }k-t(X,)t(X({כשנשערך את התנועה בין הצמד , לכן. בדיוק מעולה) ואפילו רועשות(

 מטריצה  זוהי- t,k(G( -פעולת העיוות הגיאומטרי הזו תסומן ב. }Y)k-t(Y,)t({כמו עבור הצמד 

את הפעולה ההפוכה לה וכבר פגשנו , t(X( על מנת לקבל את X)k-t(שמשמעותה התנועה שיש להעביר את 

F לכן קיים הקשר. לת פרק זהבתחי: 

 

)kt(X)k,t(G)t(X −= 

 

 גדול יותר כך יותר מידע חדש מוזן לתמונה עם הזמן k -השוויון במשוואה זו אינו מדויק כיוון שככל ש

ורצינו לנקות רעש לפי , נו עם תמונה בודדהלו עבד. kואיכותו נופלת עם הגדלת , ולכן זהו שוויון מקורב

 : היינו מציעים את המינימיזציה של הפונקציה הבאה- שחזור תמונות - 6המתודולוגיה של פרק 

 

22

)t(X
Intra )t(XD)t(X)t(YArgMin)t(X̂ λ+−= 

 

י "והאיבר השני כופה חלקות מרחבית ע, Y -כאשר האיבר הראשון בפונקצית המחיר כופה קירבה ל

אלא בתוכן ) Inter-frame( כיוון שהוא אינו פועל בין תמונות Intraרון קרוי הפת. פעולת גזירה כלשהי

)Intra-frame .(נניח כי אנו רוצים לצרף למשחק את התמונה . בשל כך גם אין כל שימוש בתנועה בינתיים

 :נוכל להציע את הפונקציה הבאה. הקודמת
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222

)t(X
In )t(XD)t(X)1t(Y)1,t(G)t(X)t(YArgMin)t(X̂ λ+−−α+−= 

 

 יהיה αהמקדם . t(Y-1(להיות קרוב לתמונה הקודמת , ר עיוות נאותלאח, X)t(כעת כפינו על הפתרון 

נוכל .  הקובע את חשיבות הקרבה החדשה ביחס לקרבה לתמונה הנוכחית1 -מספר כלשהו קטן במקצת מ

 :ביטוי זה הוא. t=0בסדרה מזמן את כל התמונות באופן זה להציע ביטוי מורכב יותר אשר יביא בחשבון 

 

2t

0k

2k

)t(X
)t(XD)t(X)kt(Y)k,t(GArgMin)t(X̂ λ+∑ −−α=

=
 

 

ת משקל והרחוקו, כך שהתמונות הקרובות תקבלנה משקל גדולkαנשים לב כי כל איבר הוכפל במשקל 

 :גזירה והשוואה לאפס נותנים. נפתור בעיית אופטימיזציה זו ונראה כי פתרונה אינו מורכב. הדועך לאפס
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מציאת התמונה לשם , t זמןל ועד 0קודת הזמן מנ, בסדרהלכאורה נראה כי עלינו לזכור את כל התמונות 

 בפועל נוכל להשתמש בקשר . הנוכחית במוצא

 

)1,1kt(G)1,2kt(G)1,1t(G)1,t(G)k,t(G +−+−−= L 

 ולקבל

)1t(P)1,t(G)t(Y

)1jt(Y)1,jt(G)1,1t(G)1,t(G)t(Y

)kt(Y)1,1kt(G)1,1t(G)1,t(G)t(Y
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1t(P( התמונה עלינו לקחת את X̂)t(על מנת לחשב את , כלומר  לפי הלעדכנ, ) בידינוהשנניח שמצוי( −

 כת המשוואות פתור את מערול, ל"נת ה הרקורסיביההמשווא

 

)t(P)t(X̂DDI
1

1 T ≅
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0t גדול דיו ולכן tהשוויון בערך נובע מכך שהנחנו כי  ≅α . מערכת משוואות זו יכולה להיפתר באופן

 : הצועד בכיוון הגרדיאנטSD - אלגוריתם הי"איטרטיבי ע

 

)t(P)t(X̂DD)t(X̂
1

)t(X̂)t(X̂ k
T

kk1k µ+λ−
α−

µ
−=+ 

 

 כמסנן להפעילה בהיפוךניתן , סיבובי-במבנה בלוקצה ה מטריניכת הכיוון שהמטריצה הנהפ, כתחליף

 . ליניארי קבוע במקום

 

כאשר בממוצע זה ישנן שתי תופעות , דרהסממוצע זמני של התמונות באינו אלא  t(P(הוקטור 

זות תנועה בטרם התמונות מקוז )II( -ו, תקיים משקל דועך אקספוננציאלית לתמונות רחוקו (I) -חשובות 

כלומר , λ=0 אם נקבע .האיטרטיבי נועד לבצע חידוד על תמונת ממוצע זההתהליך  .תיכנסנה לממוצע

 :יתקבל כי,  מרכיב של חלקות מרחבית בפתרוןללא

 

( ) ( ) ( )
( ) )1t(X̂)1,t(G)t(Y1)t(X̂

)1t(P)1,t(G1)t(Y1)t(P1)t(X̂

−α+α−≅⇒

−αα−+α−=α−=
 

 

 . יחיד בזמן מסנן בעל קוטב-י משוואה רקורסיבית מסדר ראשון " מתקבל עt(X̂(קיבלנו כי 

 

 לייצג תנועה Gעל המטריצה . ה שימוש חשובה בתהליך זה היא דיוק התנועה בה נעשנקודה 

רוך התנועה בין לכן רצוי לבצע את שע. ם נרצה תוצאה באיכות טובהא, פיקסלי-קת בדיוק תתמדוי

)1t(X̂ לסדרות  הניקוי מראה סכימת בלוקים של פעולת 9.14 ציור .t(Y( - לY)t-1(ולא בין , Y)t( - ו−

 .של תמונות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)t(Y 

G(t,1) 

)1-t(P 
 

 יחידת חידוד
 השהייה

)t(P )t(X 

לשם דיכוי רעש  סכימת בלוקים של תהליך סינון סדרת תמונות - 9.14ציור 
   מייצגים מידע המועבר לשם שערוך תנועההמקווקוויםהקווים . אדיטיבי
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 MPEG - דחיסת סדרות של תמונות ומבוא ל9.5

 

על כל , דהיינו, On-Lineבסעיף זה נדון בדחיסה של סדרות של תמונות כאשר הדחיסה נעשית  

מימדי השמור על הדיסק כמקשה -זאת בניגוד לדחיסה של סדרת תמונות כמידע תלת. תמונה בהגיעה

יתירות בסדרת תמונות הינה .  באות הנדחסדחיסת מידע מצריכה ניצול של היתירויות, כזכור.  אחת

שהרי כבר אמרנו שתמונות עוקבות ,  יתרות זמנית-ולראשונה גן , יתרות מרחבית, יתרות הסתברותי

 .כמעט זהות למעט תנועה

 

ייחודו של אלגוריתם דחיסה . במסגרת סעיף זה נציג אלגוריתם דחיסה אחד מיני רבים אפשריים 

 -אלגוריתם זה הוא הגרעין המרכזי באלגוריתם ה, למעשה. יו הטוביםזה בפשטותו היחסית וביצוע

MPEGהרעיון המרכזי באלגוריתם זה הוא ניצול התהליך .  המהווה כיום את הסטנדרט לדחיסת וידאו

הרעיון הוא להשתמש בחיזוי . והכללתו לכך שיעבוד על סדרות של תמונות, JPEG -שהוגדר באלגוריתם ה

סכימת בלוקים של אלגוריתם . והתמרה לצורך מיצוי היתרות המרחבית, הזמניתלצורך מיצוי היתרות 

 . 9.15זה מתוארת בציור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Prediction 

 לדחיסת סדרת  MPEG סכימת בלוקים עקרונית של אלגוריתם - 9.15ציור 
ובתוכה טיפול מרחבי ,  הפועלת בציר הזמןDPCMזוהי סכימת . תמונות וידאו

נועה וצריך לשדר למקלט החיזוי משתמש בשערוך ת. JPEGי דחיסת "מבוצע ע
 את וקטורי התנועה בהם עשה שימוש

תמונת מוצא 
של המקלט

תמונת 
 חיזוי

 

JPEG 

Prediction 

 תמונת כניסה

תמונת 
 חיזוי

מידע דחוס

תמונה 
קודמת כפי 
שנקלטה 
במקלט

 מידע תנועה נלווה

 מידע תנועה נלווה
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קלאסית בה הערוצים מעבירים תמונות  DPCM הסכימה היא סכימת , כפי שניתן לראות

תמונה זו נבנית . ~t(X( -מן בנבנית עבורה תמונת חיזוי אותה נס, X(t)בהגיע התמונה העכשווית . שלמות

וביצוע קיזוז תנועה עליה לפי תנועה ששוערכה , t(X̂(, י לקיחת התמונה הקודמת כפי שנקלטה במקלט"ע

ועל מנת שהמקלט ישתמש באותו , וקטורי התנועה לא מצויים במקלט. בין שתי התמונות האחרונות

לשם כך רצוי לעשות שימוש בשערוך תנועה אחד לבלוק של .  לשדר את וקטורי התנועהחיזוי בדיוק עלינו

 :תמונת החיזוי נבנית באופן הבא, בשל כך. בו יש מעט וקטורים  לשדר, פיקסלים

 

 . פיקסלים הממלאים את שטח התמונה16 על 16 לבלוקים בגודל של X(t)חלק את התמונה הנוכחית  .1

 . X(t) נאתחל תמונה זו כתמונת אפסים בגודל של - ~t(X(בנה תמונת חיזוי שתסומן  .2

1t(X̂(ל חפש את מיקומו בתמונה הקודמת "לכל בלוק מהבלוקים הנ .3 , בהנחה כי נמצא המיקום. −

1t(X̂(קח את הבלוק המתאים מהתמונה  הסיבה לכך שאנו . ~t(X( - והעתק אותו למיקום הבלוק ב−

1t(X̂(עובדים עם  1t(X( ולא עם − היא שרצוננו לקבל אותה תמונת חיזוי ) התמונה המקורית (−

 .במקלט

התוצאה היא תמונת חיזוי . ~t(X(באופן זה אנו מטפלים בכל בלוק וממלאים את כל שטח התמונה  .4

 . זוהי בדיוק מהותה של תמונת חיזוי- X(t)סה להיות קרובה ככל האפשר לתמונה המנ

 

 :מחוסרת תמונה זו מהתמונה המקורית ומקבלים את תמונת שגיאת החיזוי, ~t(X(לאחר בניית החיזוי 

 

)t(X~)t(X)t(E −= 

 

 המקורית שגיאת  DPCM-ם בסכימת הא. תמונת הפרש זו אמורה להיות חלשה ומרוכזת סביב האפס

 E(t) -אך כיוון ש, הרי שגם כאן אנו נזקקים לקוונטיזציה, החיזוי הייתה סקלאר ועברה קוונטיזציה

 -י דחיסה המזכירה את אלגוריתם ה"זאת עושים ע. רצוי לנצלה, תמונה ויש בה עדיין יתרות מרחבית

JPEG - התמונה E(t)התמרת כל בלוק עובר,  מחולקת לבלוקים DCTומקדמי ההתמרה , מימדית- דו

 אשר אמורה להיות דומה - t(Ê(התוצאה בשלב זה היא התמונה . עוברים קוונטיזציה לפי חשיבותם

 .  למעט המידע שנזרקE(t)לתמונה 

 

 זוהי אותה תמונת חיזוי - ~t(X( ואליה מחוברת תמונת החיזוי Ê)t(במקלט מתקבלת התמונה  

1t(X̂(י התמונה "י אותם וקטורי תנועה ועפ"כיוון שהיא נבנית עפ, כבמשדר  :התוצאה היא. −

 

)]t(Ê)t(E[)t(X)]t(Ê)t(E[)t(X~)t(E)t(X~)t(Ê)t(X̂ −−=−−+=+= 

 

. JPEG -י הקוונטיזציה בבלוק ה"אינה אלא זו שמוכנסת ע DPCM  -ושוב קיבלנו כי שגיאת סכימת ה

 .תמונת החיזוי הנבנית ושגיאת החיזוי, ההפרש ביניהן, מראה צמד תמונות 9.16ציור 
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הפרש הפיקסלים בריבוע המחולק במספר הפיקסלים (אנרגיית השגיאה בין שתי התמונות , בתמונה זו

 לטפל באלגוריתם שיושם בחרנו לא. 4 - יחס של כ- 235בעוד שאנרגיית שגיאת החיזוי היא , 1172הוא 

בשל כך . בבלוקים המצויים בקצוות התמונה על מנת להימנע מתופעות קצה המצריכות טיפול ייחודי

האנרגיה של השגיאה המקורית , כאשר מסירים את השוליים. השגיאה בקצוות גדולה יותר משמעותית

 .20 - יחס של קרוב ל- 65 ואילו זו של החיזוי היא 1265היא 

 

של בלוקים המועתקים ממיקומים ' חיזוי היא תמונה הבנויה כקולאזהתמונה הנבנית כתמונת  

לא מפתיע לגלות כל מיני תופעות של גבולות צורמים , בשל כך. שונים של התמונה הקודמת בסרט הנקלט

. גם בה קיימת אותה תופעה,  קיבלנו שגיאה נמוכה9.16למרות שבצמד שבתמונה . של בלוקים בתמונה זו

ביתר . וניכר כי בתחתית בצד ימין מורגשת התופעה ביתר שאת, ת תמונת החיזוי מראה א9.17תמונה 

בשל אופיו של היעד המצולם הבנוי במלוקים כמעט אחידים עם שפות , התמונה לא רואים את הבעיה

פיה -בציור זה גם מובאת מפת התנועה שעל. ובשל התנועה הפשוטה בין שתי התמונות, אנכיות ואופקיות

ממפה זו ניכר כי ברוב האזורים התנועה חלקה ולכן לא צפוי לקבל קווי תפר צורמים בין . נבנה החיזוי

 .בתחתית התמונה החיצים מבולבלים ולכן שם יש סיכוי סביר לגלות את התופעה בחריפות יתר. הבלוקים

 

 הרי שמדובר,  פיקסלים בשניה500 על 500 תמונות בגודל של 30אם סרט וידאו דורש זיכרון של  

תלוי באיכות  (10-200 יכול להוריד קצב זה ביחס של MPEG -אלגוריתם ה.  לשניהMB 7.5בקצב  של 

הפוטנציאל הטמון ביתרות הזמנית גדול והוא מקנה לטיפול בסדרות יחס דחיסה גדול יותר ). הנחוצה

 .עבור אותה שגיאה ריבועית לתמונה נתונה

הפרש ביניהן ותמונת ה) משמאל(צמד תמונות עוקבות בסדרת וידאו :  למעלה- 9.16ציור 
 תמונת החיזוי הנבנית , )שמאל(התמונה העכשווית : למטה). מימין(בערך מוחלט 

 , )אמצע (8 על 8י קיזוז תנועה בבלוקים של "מתוך התמונה הקודמת ע
 ). ימין(ותמונת שגיאת החיזוי 
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 8 על 8 תמונת החיזוי ומפת התנועה לפי בלוקים של - 9.17ציור 
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וראינו כלים מבוססי שערוך , ל ידועתמונה מקלקול בעל מוד) Restoration( דנו בשחזור 6בפרק  

 הנחנו את התשתית המתמטית לפרק 6בפרק , למעשה. סטטיסטי נרתמים לשם פתרון בעיות מסוג זה

 בעיית היפוך היא בעיה בה נתון סט  ).Inverse Problems(מרכזי בעיבוד אות הקרוי בעיות היפוך 

בין )  ראה עניין הרעש בשחזור תמונה–יסטי  דטרמינאולאו דווק(נתון קשר מתמטי מוגדר היטב , מדידות

ועלינו לבצע היפוך לשם הפקת האות הרצוי מהמדידות ,   רצויימדידות אלו ובין איזשהו אות אידיאל

האות האידיאלי היא התמונה המקורית , בשחזור תמונה המדידות הן התמונה המקולקלת.  המצויות

ותוספת של רעש בעל מבנה ) טשטוש(ור ליניארי והקשר בין השתיים ידוע כנובע מאופרט, והנקייה

 .סטטיסטי ידוע

 

. תמונה מתוך סט מדידות שלה אשר מתקבל כהטלות) Reconstruction(בפרק זה נדון בשחזור 

 .ועוד, ם"י מכ"חישה מרחוק ע, עקיפות של קרקעמדידות , מסתבר כי מבנה מעין זה נפוץ בצילום רפואי

 אנו ).Computerized Tomography - CT(ם טומוגרפיה ממוחשבת גישת צילום עקיפה זו ידועה בש

כלים שכבר פגשנו הם הכלים , וככזה, נראה כי מבנה בעיה זו נופל אף הוא לקטגורית בעיות ההיפוך

גם כאן נראה כי הקשר  . אלא שנדרשות התאמות בשל השוני הקיים, הנאותים לטיפול בבעיית השחזור

אלא שהפעם למדידות אין ,  ניתן לביטוי כמערכת ליניארית והוספת רעשבין המדידות לאות האידיאלי

מממדיות שיחד מכילות את המידע המאפשר חזרה לתמונה - אלה הן הטלות חד–הקשר ויזואלי 

 . Reconstruction ובין  Restoration  זוהי הסיבה לאבחנה בין המושג  .המוטלת
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ושימוש בכלים שכבר הוצגו לשם בניית התמונה לצד הצגת נושא שחזור מהטלות כבעיית היפוך 

וייצוג תדרי , התמרת ראדון הנובעת ממנה, נציג גם יסודות מתמטיים של אופרטור ההטלה, מהטלותיה

, אם להודות על האמת, אך, לייצוג זה פוטנציאל חשוב בביצוע שחזור מהיר של תמונה. של כלל הבעיה

. טשטושמ בדיון בשחזור תמונה החמצהו לנו לתחושת שחזור זה סובל מאותן חולשות מוכרות שגרמ

 .  והיכרות עם מושגי היסוד בתחום, הצגת נושא זה מובאת לשם השלמות של ההצגה

 

 

  בעיות שחזור מהיטלים וניסוחן המתמטי10.1

 

פונקציה זו מייצגת את . f(x,y) –מימדית המוגדרת מעל הרצף -נתחיל את הדיון בפונקציה דו 

מימד כפונקציה של -אנו מניחים שתמונה זו מייצגת צפיפות חומר בדו. רצוננו לשחזרהתמונה אותה 

, Lנעה לאורך הישר ,  f(x,y) עוברת דרך משטח החומר0Iנניח כי קרן בעוצמה התחלית . (x,y)המקום 

 עוברת הקרן בו dLאינטרוול אינפיטיסימלי באורך בכל . ומקלט מתעד את עוצמת הקרן במוצא החומר

} היא מונחתת בעוצמה יחסית לאורכו של הישר }dL)y,x(fexp בהנחה שביחידת אורך קצרה זו  (−

f(x,y)מכפלת עוצמה הנקלטת במוצא היאלאחר מעבר לכל אורכו של הישר נקבל כי ה, לכן).  קבוע בערכו 

 ,מכפלה זו מומרת לסכום המעריכים באקספוננט. הניחותים








−⋅= ∫

L
0 dL)y,x(fexpII. 

 נקבל פונקציה של ערכי מוצא, אם נניח כעת כי למעשה מסרק מקבילי של קרניים חלף דרך החומר

 . 10.1מתואר בציור מבנה זה  . כמקודםערך בודדבמקום 

 

 

 

f(x,y) 

θ
s

g(s,θ) 

  בניית הטלה מתוך תמונה וייצוג פרמטרי של הטלה זו– 10.1ציור 
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 כמו שמתואר s שית ומרחקו מהראθ זוויתו ביחס לאופק –י שני פרמטרים " עL כל קרן ישרהאנו נייצג 

 הפונקציה לאחר ההטלה היא, תחת ייצוג זה. בציור

( )












−θ+θδ−⋅=θ ∫ ∫
x y

0 dxdyssinycosx)y,x(fexpI),s(I. 

 ולהסטה מהראשית π<θ≤0 המתייחסת לזוויות הטלה שונות בתחום I(s,θ)בהינתן משפחת פונקציות 

−∞>>∞בתחום  s , רצוננו לבנות אתf(x,y) .נקציה נגדיר את הפוg(s,θ)כ : 

( )∫ ∫ −θ+θδ=






 θ

−=θ
x y0

dxdyssinycosx)y,x(f
I

),s(Ilog),s(g 

קשר זה מתאר . אנו רואים כי בין ההטלות המדודות ובין פונקצית היעד לשחזור יש קשר ליניארי פשוט

 . אנו ננצל קשר זה בבואנו לפתור את בעיית היפוך זו-את המודל הנחוץ בבעיית ההיפוך 

 

 הינה פונקצית f(x,y)כאשר התמונה : ל"נתייחס בקצרה לסוגי ההדמיה הניתנים לתיאור הנ 

אנו מקבלים סידרת הטלות רנטגן , והקרן הנורית הינה קרן רנטגן, צפיפות הריקמה בחתך גוף כלשהו

הטלות יכולות גם להתקבל בדרכים אחרות כגון החזרה מתווך . X-Ray CTוהשחזור הנוצר ידוע בשם 

ישה סיסמית בה המטרה היא לקבל מפת צפיפות בח, למשל. או ממקורות המצויים בתוך התווך, לא ידוע

והחישה , )קרקעהוכנס לקדח בי מוט חומר נפץ ש"כ ע"בד(נוצר הלם קול , הקרקע מתחת לפני השטח

 PET) Positronבצילום , כדוגמה אחרת.  הפרוסים בשטחי סידרת חיישני רעד או קול"נעשית ע

Emission Tomography (רקמות בשיעורים שונים מתפרק ומשחרר חומר רדיואקטיבי המצוי בתוך ה

כמותם ביחידת שטח היא \מיקומןו,  בתוך הגוףנמצאיםבמקרה זה המקורות . אגב כך קרינת גאמה

כדוגמה שלישית נזכיר את .  המידע הנתון הוא תיעוד אנרגיית הקרינה מחוץ לגוף. הנעלם אותו נשחזר

ועם , של גרעיני אטומי החנקן) כיוון המגנט( בו שדה מגנטי מבוקר משנה את הספינים MRI -צילום ה

וישנן גם , דוגמאות אלו. מדידה של שינויים אלו מתקבלת תמונת הטלה של ריכוזי הנוזלים בריקמה

י קבלת הטלותיו או מידע "להשיג מידע על גודל בלתי ניתן למדידה עשונות ממחישות דרכים , אחרות

 .המתייחס להטלות בדרך כלשהי

 

 

 אדון התמרת ר10.2

 

בהינתן פונקציה המוגדרת מעל . למעשה הוגדרה התמרת ראדון למעלה בהגדרת משפחת ההטלות 

}התמרת ראדון שלה שתסומן  , f(x,y), הקואורדינטות הקרטזיות })y,x(fℜי" נתונה ע 

{ } ( )∫ ∫ −θ+θδ=ℜ=θ
x y

dxdyssinycosx)y,x(f)y,x(f),s(g . 

−∞>>∞ -ו π<θ≤0 הוא gכאשר תחום הגדרת הפונקציה  s . כל ערךg(s,θ) מהווה אינטגרציה על 

 המוגדרת מעל fמעניין לציין כי אם נתחיל את ההתמרה עם תמונה . f(x,y)נקציה ופני ישר אחד על הפ

=ϕ=ϕ – כך ש f(r,φ)קואורדינטות פולריות  sinrycosrx ,נקבל כי התמרת ראדון תהיה 
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{ } ( )

( )

( )∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞

=

π

=ϕ

∞

=

π

=ϕ

−θ−ϕδϕ=

=−θϕ+θϕδϕ=

=−θ+θδ=ℜ=θ

0r

2

0

0r

2

0

x y

dxdys)cos(r),r(rf

dxdyssinsinrcoscosr),r(rf

dxdyssinycosx)y,x(f)y,x(f),s(g

 

נאספות כל  f(s,θ)ליצירת ערך ההתמרה  f(r,φ)פני הפונקציה -משמעות ביטוי זה היא שבאינטגרציה על

cos(rs(פני הסינוסואידה - על}r,φ{הנקודות  θ−ϕ= .לישר בקואורדינטות ניגוד זאת ב(x,y) . 

 

}נדון כעת במספר תכונות בסיסיות של התמרת ראדון   })y,x(f),s(g ℜ=θ : מההגדרה ניכר כי

  מתקבל כי y,x(f2(- וf1)y,x(עבור שתי תמונות , דהיינו, התמרת ראדון היא התמרה ליניארית

{ } { } { })y,x(f)y,x(f)y,x(f)y,x(f 2121 ℜβ+ℜα=β+αℜ. 

)y,x(f,Dyx|)y,x(0, דהיינו,  בעלת תמך סופיf(x,y)כמו כן ברור כי אם התמונה  22 אזי גם , ∀+≤≡

DsD -דון בעלת תמך סופי התמרת רא  -התמרת ראדון מחזורית בזוית . −≥≥

)k2,s(g),s(g π+θ=θ , וסימטרית- ),s(g),s(g π+θ−=θ . היא הסיבה להגבלת סימטריות זו

 . [π,0]לאינטרוול ההגדרה 

 

קל לראות . sבציר  נקבל התמרה חדשה המוזזת רק (x0,y0) בשיעור f(x,y)כאשר מוזזת התמונה  

 :י"זאת ע

{ } ( )

( )

).,sinycosxs(g

dxdyssinycosxsinycosx)y,x(f

dxdyssinycosx)yy,xx(f)yy,xx(f

00

x y
00

x y
0000

θθ−θ−=

=−θ+θ+θ+θδ=

=−θ+θδ−−=−−ℜ

∫ ∫

∫ ∫

 

} -באופן דומה ניתן להראות תכונת הגדלה  } a/),as(g)ay,ax(f θ=ℜ . תכונה אחרונה שנזכיר היא

  –אשר קלה להוכחה ישירות מההגדרה  שימור הממוצע

∫∫ ∫ θ=θ∀
sx y

ds),s(gdxdy)y,x(f,. 

אם נתייחס , בבחירת זווית הטלה שרירותית. ת הגיאומטרי אם נחשוב על משמעותהתתכונה זו טריוויאלי

י אינטגרציה "ע). sי "המוכתב ע(כל ערך בהטלה הוא אינטגרציה לאורך ישר כלשהו , 10.1למתואר בציור 

אנו אוספים את כל הישרים המקבילים ובכך מקבלים את סך נפח הפונקציה , לאורכה של כל ההטלה

f(x,y).  

 
שאלה מיידית שנשאלת היא האם ההתמרה המוגדרת ,  התמרהכיוון שאנו חושבים במונחים של 

−∞>>∞ - וπ<θ≤0  בתחום g(s,θ)האם בהינתן , דהיינו, הפיכה s ניתן לחזור לתמונה f(x,y) . מיד

 . וכיצד לעשותו, נראה כי היפוך ההתמרה אפשרי
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  משפט החתך המרכזי והיפוך התמרת ראדון10.3

 

בהינתן . דבר מעניין ובעל חשיבות קורה כאשר מתבצעת התמרת פוריה על וקטורי ההטלה 

  ונקבל פונקציה חדשה s נבצע התמרת פוריה ביחס למשתנה g(s,θ)מימדית -הפונקציה הדו

{ } { }{ } ),u(G)y,x(f),s(g 11 θ=ℜℑ=θℑ. 

 נפתח פעולה זו ונקבל

{ } { }

{ }{ } ( ) { }

( ) { }

( ){ }dxdysinuycosux2jexp)y,x(f

dxdydssu2jexpssinycosx)y,x(f

dxdydssu2jexpssinycosx)y,x(f)y,x(f

dssu2jexp),s(g),s(g),u(G

x y

sx y

s x y
1

s
1

θ+θπ−=

=







π−−θ+θδ=

=π−−θ+θδ=ℜℑ=

=π−θ=θℑ=θ

∫ ∫

∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

 י " נתונה עf(x,y)מימדית על הפונקציה -התמרת פוריה דו אך נזכור כי .ביטוי זה נראה סתום

( ) ( ){ }dxdyyx2jexp)y,x(f,F yx
x y

yx ω+ωπ−=ωω ∫ ∫. 

θ=ωθ=ωאם נתייחס לנקודות התדר בקואורדינטות פולריות  sinu,cosu yx נקבל כי התמרת הפוריה

) - לf(x,y) -העוברת מ ) ( )θ=θθ ,uF~sinu,cosuFניתנת לרישום כ : 

( ) ( ){ }dxdysinyucosxu2jexp)y,x(f,uF~

x y

θ+θπ−=θ ∫ ∫, 

תוצאה זו . מימדית על התמרת ראדון- שקיבלנו בעקבות התמרת פוריה חדG(u,θ)בדיוק הפונקציה וזוהי 

פירוש הדבר הוא שבהינתן התמרת ). Projection Slice Theorem" (משפט החתך המרכזי"ידועה בשם 

ים  המתוארי השלבים הבאים"ביצוע ההתמרה הפוכה ייעשה ע, g(s,θ) - אותה סימנו כf(x,y)ראדון של 

 :10.2גם בסכימת הבלוקים בציור 

התוצאה היא . s ביחס למשתנה g(s,θ) -מימדית על הפונקציה - התמרת פוריה חדי\בצע .1

אנו ראינו כי זוהי גם התמרת הפוריה הפולרית . G(u,θ)מימדית החדשה -הפונקציה הדו

( )θ,uF~. 

ות לקואורדינטות קרטזיות מהצורה  המהוות קוואדינטות פולרי{u,θ} קואורדינטות י\המר .2

θ=ωθ=ω sinu,cosu yx .רישום שונה ולא יותר–רצף פעולה זו היא פעולה באנאלית ב  

)כך תתקבל הפונקציה ). כשנעבור לתיאור דיסקרטי נגלה שהדברים מסתבכים( )yx ,F ωω . 

)מימדית על  -י התמרת פוריה הפוכה דו\בצע .3 )yx ,F ωω לקבלת f(x,y) . 
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כל . דרך משפט החתך המרכזי הצגנו דרך אפשרית אחת לביצוע היפוך להתמרת ראדון, למעשה

-חד- המוביל לקשר חדצעדי התהליך מוגדרים היטב לפיכך ההתמרה ההפוכה נראית כתהליך יציב ואמין

 . ערכי בין תמונה והתמרתה

 

 גישה ישירה וגישת – נציג שתיים כאלה – דרכים אחרות לביצוע ההתמרה ההפוכה ישנן גם

 התמרת ראדון של – g(s,θ)בהינתן . נתחיל עם הגישה הישירה אותה נציג ללא הוכחה. ההטלות לאחור

 :הפונקציה קיים הקשר הבא

∫ ∫
π ∞

∞−

θ
−θ+θ

θ
∂
∂

π
=

0
2 dsd

ssinycosx

),s(g
s

2
1)y,x(f, 

  עוברת שלב g(s,θ)ל ניכר כי הפונקציה "וי הנמהביט. וקשר זה אינו אלא ההתמרה ההפוכה בדרך ישירה

לאחר מכן .  פעולה הניתנת להתייחסות כסינון מגביר גבוהים בציר אחד– sראשון בו היא נגזרת לפי 

אנו לא ניכנס  למשמעות פעולות אלו משום שחשיבותן ". התמרת הילברט"מתבצעת פעולה המוכרת בשם 

 . תיאורטית גרידא

 

ברור כי דרך זו קשורה בעבותות לשתי הגישות . יית התמרת ראדון הפוכהקיימת דרך אחרת לבנ 

 זווית שתוביל –חשיבותה בזוית ראיה אחרת שהיא מספקת לעניין היפוך ההתמרה , עם זאת. הקודמות

אופרטור "נתחיל בהגדרה של אופרטור מעניין הקרוי .  לאלגוריתמים מעשיים בשחזור תמונה מהיטליה

 י"רטור זה המוגדר עאופ". ההטלה לאחור

∫
π

θθθ+θ=
0

d),sinycosx(g)y,x(b 

אם . (x,y)פניה מקבל פונקציה במקום -  ובפעולת אינטגרציה עלg(s,θ)ית ההטלות בפונקצמתחיל 

 θ - לאורך קו קבוע בg(s,θ)פני -הרי שהאינטגרציה נעה על,  קבועה(x,y)נתייחס לנקודת יעד 

 .   מספר דברים אותם נציין ללא הוכחה–בכן ו? מה כה מיוחד באופרטור זה. s -וסינוסואידה ב

 

 
 דוןהתמרת רא

{ })y,x(fℜ 

f(x,y) g(s,θ)  
1Dפוריה התמרת 

{ }θℑ ,s(g1 

),u(F~ θ

 
' המרת קואורד
 מפולרי לקרטזי

),(F yx ωω 
פוריה התמרת 

2D   הפוכה  

.מרת ראדון באמצעות משפט החתך המרכזי סכימת בלוקים המתארת את היפוך הת– 10.2ציור 
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, במילים אחרות ופשוטות.  של התמרת ראדוןAdjoint -אופרטור ההטלה לאחור הוא למעשה ה 

 המכפילה את התמונה Rלו היינו חושבים על התמרה דיסקרטית ונותנים להתמרת ראדון ייצוג כמטריצה 

f) בסידור לקסיקוגרפי( , כאן אינו אלא פעולת הרי שהאופרטור שהגדרנוTR) Transposeשל המטריצה  .(

 . כשנגיע לדיון בדרכים אלגבריות לשחזור מהיטלים נראה כי אופרטור זה חיוני בהיפוך ההתמרה

 

המציע כי תהליך ההטלה לאחור עושה כיברת דרך לקראת היפוך מסתבר כי קיים הקשר הבא  

נפעיל את , g(s,θ) נבצע התמרת ראדון לקבלת ,f(x,y)קשר זה אומר שאם נתחיל בפונקציה . ההתמרה

 :נקבל כי, b(x,y)אופרטור ההטלה לאחרו לקבלת 

22 yx
1)y,x(f)y,x(b
+

⊗= 

י מסנן שייצוגו התידרי הוא כגוזר רדיאלי נגיע חזרה לתמונת "קונבולוציה ע-דהבפעולה נוספת של , כלומר

 .  אנו רואים דרך שלישית לביצוע ההתמרה ההפוכהוכך . המקור

 

פירוש הדבר שאנו מפסיקים . אנו נעצור את הדיון כאן ונעבור לגישות מעשיות לשחזור מהטלות 

ידוע לנו סט הטלות   -במונחים דיסקרטיים ונתחיל לחשוב , לחשוב במונחי הרצף שליוו אותנו עד כה

 זוויות ובערכי הסטת הישרהבאוסף 

1N,,1,0n,N/nn −=π=θ K 

2/Mm2/M,M/mSsm <≤−=. 

 . [S,+S-] דגימות  בתחום  Mכוללת וכל הטלה ,  הטלות הפרוסות ברווחי זווית קבועיםN אם כךש י 

 

 יוכתב ישירות מהתדר הרדיאלי המירבי אותו רצוננו לשחזר בתמונה S/Mגודל צעד הדגימה 

f[k,j] .02ריה המתאפשת מחוץ לדיסקה ברדיוס מימדית בעלת התמרת פו-בהינתן תמונה דוπω , כל

 -כל הטלה צריכה להידגם במרווח שיהיה קטן מ, לכן. הטלה שלה אף היא חסומת תדר עם אותו סף

02/1 ω . בדרך זו נוכל לקבוע אתM  . 

 

אם כי ,  אף היא02πω- קשה יותר לקביעה ובחירתו צריכה להיות קשורה לNכמות ההטלות 

סביר כי התמונה ,  ערכי מדידהMNאם יש לנו , במונחים גסים של חשבונאות המידע. בדרך עקיפה

 בעיית השחזור אינה מוגדרת –שאם לא כן ,  תכיל כמות דומה או נמוכה של דגימותf[k,j]המשוחזרת 

  .היטב

 

פירוש הדבר שמרווח הדגימה הקרטזי צריך , 02πωבידיעה שהתמונה חסומת תדר לרדיוס 

02/1Dלהיות לכל היותר  ω= . אנו גם מניחים שהתמונהf בעלת תמך מרחבי בצורת דיסקה שרדיוסה S 

 ייכנסו 2S על 2Sבריבוע בגודל , בניתוח גס, לכן) . [S,+S-] לאינטרוול   sכך הרי קבענו כשהגבלנו את (

( )202/S2 ωכל הטלה מכילה לפחות .  דגימות( )02/S2 ωולכן תידרשנה ,  דגימות( )02/S2 ω הטלות 
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רצוי לתת יותר מדידות , בפועל. לפחות על מנת לספק את הצורך לאזן בין המידע הנתון והמידע המבוקש

 . מנעלמים לשם ייצוב השחזור

 

 יש לתת את הדעת במעבר לאותו דגומים במקום ובמרחב ראדון הוא עניין דרך עניין אחר עליו

. דרך אחת לחשוב על הקשר היא במונחי אותות חסומי תדר שנדגמו. היווצרן של ההטלות מהמידע הדגום

אפשרות אחרת היא לחשוב על התמונה המשוחזרת כתמונה הבנויה מפיקסלים בעלי תמך ריבועי אשר 

 . f(x,y)וע של פניהם ערך קב-על

 

 

 י גישות תדר" שחזור מהיטלים ע10.4

 

שחזור תמונה מהטלותיה היא גישת התדר המתבססת על משפט לאחת הדרכים הפופולריות 

מימדית על כל הטלה מביא אותנו לפונקציה -משפט זה הציע כי ביצוע התמרת פוריה חד. החתך המרכזי

כעת נתאר . בקואורדינטות פולריותכשהיא דגומה  ויה בתדרצחדשה אשר ניתנת להתייחסות כתמונה הר

 . תוך התייחסות לעובדה שכל הגדלים המעורבים דגומים, תהליך מעשי שנועד לשחזר תמונה בגישה זו

 

Nn0,2/Mm2/M המוגדרת בתמך g[m,n]נקודת המוצא היא הפונקציה  כל . −≥>≥>

 g[:,n]  - קבועn(וכל עמודה , ייצגת זווית קבועהשל מערך זה מ) Matlab במונחי g[m,:]  - קבוע m(שורה 

 . מייצגת הטלה אחת )Matlabבמונחי 

 

אין ,  ערכיםMלמרות שכל הטלה כזו מכילה . 1D-FFTכל הטלה ונבצע עליה  בצעד ראשון ניקח

י ריפוד באפסים של וקטור הכניסה ניתן לייצר סידרת "ע.  ערכי מוצאM- לFFT -סיבה להגביל את ה

נוסיף ,  עמודותN שורות על Mמימדי בגודל -ניקח את המערך הדו, אלגוריתמית. רך גדול יותרמוצא באו

.   מימדי- חד FFTואז לכל עמודה נבצע ,  M×(N+N’) אפסים לקבלת מערך חדש בגודל ’Nלכל עמודה 

. 10.3כמתואר בציור , בו כל עמודה מהווה חתך מרכזי בתדר,  M×(N+N’)המוצא יהיה מערך בגודל זהה 

 . חתכים אלו פזורים במרווחי זווית קבועים ונותנים בפועל דגימה פולרית של מרחב התדר

 

 אל 10.3כל שעלינו לעשות עכשיו הוא התמרת פוריה הפוכה מהדגימות הפולריות כמתואר בציור 

בחר ואם נ, התמרה כזו לא ידועה לנו, לרוע המזל.  כשהיא בקואורדינטות פולריותf[k,j]התמונה במקום 

ה אלטרנטיבה היא המרת . לעבוד לפי הגדרת התמרת פוריה נאלץ לבצע תהליך נומרי עתיר חישובים

 ייתן בצורה אמינה 2D-FFTביצוע , עבור אוסף כזה. אוסף הדגימות הפולריות באוסף אחר קרטזי

יג  כל נקודת יעד בשר–י אינטרפולציה "המרת הקואורדינטות תיעשה ע. ומהירה את התוצאה הרצויה

 ממחיש 10.4ציור . הקרטזי תחושב כממוצע משוקלל של שכינותיה מהשריג הפולרי עבורן יש לנו ערכים

 ריפוד זה יוצר לכל קרן החולפת דרך – זו גם הסיבה לריפוד באפסים שביצענו בצעד הראשון .המרה זו

 כי בנוסף יש ברור. ולכן האינטרפולציה שתיעשה תהיה מדוייקת יותר, הראשית יותר נקודות דגימה

 . לזה קשר ישיר למספר ההטלות הנתונות–לדאוג ליותר קרניים כאלו 
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 הפוכה 2D-FFTהתמרת ,  נקודות תדר בשריג קרטזיN על Nלאחר ביצוע האינטרפולציה וקבלת 

 . צעד האינטרפולציה מהווה אבן נגף בתהליך שתואר וביצועיו ירודים, כלל-בדרך. תוביל לתמונה הרצויה

 

 

 

xω

yω

 . תיאור מרחב התדר והשריגים הקרטזי והפולרי והמעבר ביניהם– 10.4ציור 

xω

yω

קו .  לכל הטלהFFT תיאור מרחב התדר והדגימות הנתונות לאחר התמרת – 10.3ציור 
 הנקודות האפור מתאר אוסף דגימות הנובע מהטלה אחת
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 י קונבולוציה" שחזור מהיטלים ע10.5

 

שחזור מהיטלים בגישת התדר הישירה נובעת ממשפט החתך המרכזי אשר הוכח להיות אחת  

נוכל להציע אלגוריתם לשחזור מהיטלים המבוסס , באופן דומה. הדרכים לביצוע התמרת ראדון הפוכה

 . רטור ההטלה לאחורעל אופ

 

Nn0,2/Mm2/M המוגדרת בתמך g[m,n]שוב נקודת המוצא היא הפונקציה  כל . −≥>≥>

לפי . מייצגת הטלה אחת שלמה ) קבועn(וכל עמודה , של מערך זה מייצגת זווית קבועה)  קבועm(שורה 

בצע אינטגרציה  ונg[m,n]אם ניקח את סט ההטלות , התכונה המרכזית של אופרטור ההטלה לאחור

 )דיסקרטיזציה פשוטה של נוסחאת האופרטור(מהצורה 
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נוכל לדגום את מישור . כדי פעולה ליניארית וקבועה במקום-תתקבל תמונה הקשורה לתמונה הרצויה עד

  מרווח הדגימה ולכתובd - כשx=kd, y=jdי "המקום ע
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 בסכימה על מנת לקבל שימוש g בפונקציה mרך לעגל את הגודל שמחליף את האינדקס ברור כי נצט

 . בפונקציה הדיסקרטית ממנה התחלנו

 

הקשר עליו אנו מסתמכים . הצעד השני והאחרון שנדרש לשם השלמת השחזור הוא ביצוע הסינון 
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ומסנן זה אינו מעשי כיוון שתהיה לו נטייה להגביר ,  אידאלי הוא גוזר רדיאליFהמסנן הנדרש לשם קבלת 

ודועכים כשמתרחקים , בספרות מציעים מגוון מסנני שחזור שנראים כגוזר סביב הראשית, לכן. רעשים

רעיון היוריסטי זה לא זר לנו ואנו ראינו כמותו כשדיברנו על שחזור . מהראשית על מנת לדכא הגבר רעש

 שם ראינו כי רגולריזציה המדעיכה את המסנן המשחזר רצויה לשם קבלת ,תמונות מטשטוש ורעש

גם ראינו כי יש אלטרנטיבה בעלת רקע תיאורתי נאות לשם תכנון שחזור זה , עם זאת. תוצאות טובות

 .אנו ניגש למשפחת שיטות אלו בסעיף הבא. המבוסס על שערוך סטטיסטי

 

,  זו סובלת מצרות לרוב בשל הדגימות השונותגם גישה, חשוב להבהיר כי בדומה לגישות התדר 

 . ביצוע סינון הפוך לא יציב, ולבסוף, קירובי האינטגרלים לסכימות סופיות
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 י גישות אלגבריות" שחזור מהיטלים ע10.6

 

נוכל להציע מודל הקושר את ההטלות הנתונות לתמונה הרצויה כשכל , אם נחזור להתחלה 

 כוקטור עמודה בסידור f[k,j]מודל זה יתייחס לתמונת היעד . יםהגדלים המעורבים מיוצגים כדגומ

 לקבלת וקטור ההטלה f תייצג את תהליך ההטלה של θRמטריצה . fלקסיקוגרפי  
θ

g , ונקבל סידרת

 משוואות מהצורה

{ } 1N
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nvfRg

nn

−
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θθ

+= 

ועלינו להתייחס באופן , מטריצה המתארת את ההטלה מוגדרת היטבה,  לכל זווית הטלה יש משוואה כזו

וחסר , לבן, בעל ממוצע אפס,  אנו נניח כי רעש זה גאוסי–נאות לרעש אדיטיבי שמופיע בכל הטלה 

 יוביל Maximum Likelihood -יישום ה, 6י כלים שכבר ראינו בפרק "עפ. קורלציה בין ההטלות השונות

 לבעיית האופטימיזציה
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 ל אינו אלא "ואז הפתרון הנ
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gR יגלה כי הביטוי קצרעיון  T ההכפלה . ור ההטלה לאחור אותו הצגנו קודםאופרטהפעלת  אינו אלא

RRבהיפוך המטריצה  T המסקנה הנגזרת היא ששיטת .זו נותנת את הקונבולוציה לה נדרשנו בשיטה 

אנו מכירים את חסרונותיה היטב , ככזו. MLהשחזור מבוססת קונבולוציה אינה אלא שחזור מבוסס 

  Condition-Number  דיה להתמודד עם רעש ועם אופרטור קלקול בעלויודעים כי זו אינה שיטה חזקה

ובפרט כזו מבוססת , ראינו כי הפתרון הוא רגולריזציה). מטריצת קלקול קרובה לסינגולרית, כלומר(גרוע 

MAP עבור רגולריזציה פשטנית מהסוג, לשם דוגמה.  בה אנו מניחים מבנה לתמונה הנעלמת 
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 י"נקבל כי השחזור נתון ע
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RRי ההיפוך של "י מסנן גוזר תיאורתי המיוצג ע"אם קודם סיננו ע T , הרי שהמסנן שמוצע כאן אינו

ברור כי ניתן להציע דרכים . אלא גירסה מרוסנת שלו כפי שגישות היוסטיות בספרות בחרו להפעיל

 .כגון שימוש בפונקציות רובסטיות ועוד, 6ר כרוח הדברים בהם נגענו בפרק מוצלחות יות

 
-אימרכיב חדש ואשר מסבך את העניינים בשחזורים מבוססי ייצוג מטריצי כגון אלו הוא בעיית  

מטריצת הקלקול דלילה מאוד וכך כמובן , בשחזור תמונות מטשטוש. דלילותן של המטריצות המעורבות

כל אינטגרציה על ישר חוצה ( איברים N  מכילהRומת זאת כל שורה במטריצה לעאן כ. גם השחלוף שלה

מבנה המטריצה אינו פשוט במו במקרה של , יתרה מכך. שסוכמו)  ערכי פיקסליםNאת התמונה ואוספת 

אלו נושאים בעלי .  מיקום האיברים השונים מאפס דורש עבודת חישוב מורכבת יותר–טשטוש מקומי 

מסיבות אלו מחפשים מפתחי אלגוריתמים בתחום  . על מורכבות הפתרון הנומרי לשחזורהשפעה ישירה

 אחת פשוטה להבנה – אנו נראה כאן שתי גישות כאלו. fזה קיצורי דרך והאצות של שחזור איטרטיבי של 

 נקדים ונאמר .דיוקים שנובעים מהאצה זו-ואחרת בה ישנה האצה משמעותית אך אי, אך איטית להחריד

 .רבות אחרותשיטות  יש כי

 

 יחד עם רגולריזציה יוצרים את פונקציית המחיר הבאה MLראינו כי בבסיס הדברים הפעלת  

 :בבעיית האופטימיזציה אותה עלינו לפתור

{ } 2

2

2

2
fDfRgf λ+−=ε. 

 י"גרדיאנט פונקציה זו נתון ע

{ } ( ) fDD2gfRR2
f
f TT λ+−=

∂
ε∂

 

 י המשוואה האיטרטיבית"ייעשו ע) Steepest Descent(י ולכן איטרציות של אלגוריתם השיפוע המירב

( )( )k
T

k
T

k1k fDD2gfRRff λ+−µ−=+. 

ולכן ניתן למשוואה זו הסבר , ברור כי אנו לא מעוניינים לבנות מטריצות לשם יישום האלגוריתם

או גוזר אחר שימדוד ( אינה אלא הפעלת מסנן לפלסיאן D - הכפלה ב– fבמונחים של פעולות על התמונה 

 על התמונה פירושה Rהפעלת . עד כה זה החלק הקל.  זהה בשל סימטריות המטריצהDTהפעלת , )תחלקו

 היא פעולת RTהפעולה .  זוהי פעולה תובענית בחישובים אך היא חיונית–בניית ההטלות מהתמונה 

ציה יכתיבו את סיבוכיות האלגוריתם באיטר) RT - וR(שתי פעולות אלו . ההטלה לאחור אותה פגשנו כבר

פירוש הדבר אלגוריתם איטי יש לזכור כי לשם התכנסות קרוב לוודאי שנזדקק לעשרות איטרציות ו. אחת

  .למדי

 

 יהיה זה חישוב ההטלה וההטלה לאחור –אם נצביע על הנקודה הכואבת מכל באלגוריתם שהוצע 

      ההאצה הבאה מאחורי הרעיון  זהו   .  ספורות בלבד  לכך פעמים רצוי שנידרש,  אם אין מנוס מלחשבם–
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 נציג אלגוריתם זה ללא איזכור של נושא  .LMS -המוכרת לאנשי עיבוד אותות כאלגוריתם ה

 :פונקצית היעד שלנו ניתנת לתיאור כ. הרגולריזציה לשם פשטות
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כאשר ,  ביטויים ריבועיים פשוטים L המשוואות לסכום של L -בתיאור זה פירקנו את נורמת השגיאה ב

L אלגוריתם ה. )מספר ההטלות כפול מספר הדגימות בכל הטלה(מספר המדידות הסקלאריות  הוא- SD 

 אותו הצגנו מציע את העדכון
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עדכונים מחושבים  L, ל"באלגוריתם הנ.  עדכוניםLכפירוק של אנו רואים כי העדכון ניתן אף הוא להצגה 

 מציע LMS -אלגוריתם ה. אז נעשה עדכון מאסיבי לפתרוןורק , י תוצאת האיטרציה הקודמת"עפ

 לכן האלגוריתם יהיה הבא.  אחרי כל אחד מאיברי הגרדיאנטfכתחליף לעדכן את 
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 דבר נוח למדי במצבים בהם חישוב יכול –כל מדידה סקלארית שמגיעה יוצרת עדכון לפתרון , באופן זה

 עדכוני השחזור במהלך של כמות חישובים Lל מציע "האלגוריתם הנ. דידותלהיעשות במהלך רכישת מ

י סיבוב נוסף של עדכונים על "ניתן להמשיך ולעדכן ע, עם זאת. SD -ששקולה לאיטרציה בודדה של ה

 . המדידות

 

נס לפאן  אנו נימנע מלהיכ–מסתבר כי אלגוריתם זה בעל תכונות התכנסות טובות למדי  

 פעם –דהיינו  (SD -התיאורטי של ניתוח זה ונציין כי בכמות חישובים השקולה לאיטרציה אחת של ה

 לתמונה בעלת תוכן LMS -מגיע אלגוריתם ה) אחת חישוב הטלות ופעם שימוש באופרטור ההטלה לאחור

 –ולת העקיבה שלו  עליו לא דיברנו הוא יכ LMS - יתרון משמעותי של אלגוריתם ה.רב יותר ומשמעותי

. יתכן כי נרצה לשחזר סרט ולא תמונה בודדה, במקרה בו האובייקט המצולם נע תוך כדי רכישת ההטלות

 מייצר סידרת תמונות בהן להטלות האחרונות יותר משקל בקביעת התמונה וכך LMS -אלגוריתם ה

 .נקבל סידרת תמונות נאמנה יותר למתרחש
 

אנו .  ומלאכותי במקצתנציג כאן תוצאות ניסוי קצר, מהיטליםלשם שלמות תיאור נושא השחזור 

 . 10.5 המתוארת בציור 100 על 100תמונה בגודל של  -מקור מתחילים בתמונת 
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 . עליה נעשה הניסוי100 על 100 תמונת מקור בגודל – 10.5ציור 

 

, (π,0]באינטרוול  הטלות בפיזור זוויות אחיד 100 סידרת היטלים הכוללת אנו יוצריםמתמונה זו 

לצורך יצירת ההטלות מהמידע . 49 ועד 50-בתחום   s דגימות המתייחסות להסטה 100כשבכל הטלה יש 

] הפרדה בטיפול בין ישרים בזוויות אופקיות נעשיתהדיסקרטי  ]4/,4/ π−π− וישרים בזויות אנכיות 

[ ]4/3,4/ ππ .הטלה בזוית מסויימתעבור , ייחס לישרים בזווית אופקיתאם נת θ והסטה s ,ערכי ו

 ות את הקואורדינטנקבע) אנו מניחים כי מרכז התמונה הוא הראשית( [50,49-]  בתחוםxהקואורדינטה 

0ssinycosxאלו המקיימות את משוואת הישר להיות  yותהמתאימ =−θ+θ . בהינתן אוסף של

הנותרים .  צריכים להיזרקיפול מחוץ לתמונה ואלוחלקם י,  צמדים100 הכוללת (x,y)הקואורדינטות 

שקול ( ונסכום yנעגל את קואורדינטות . מתארים מקום גאומטרי בו נופל הישר על שטח התמונה

 100תהליך זה חוזר על עצמו . g(s,θ)את הפיקסלים בנקודות המתקבלות לשם קבלת ) לאינטגרציה

 .10.6תמונת ההטלות מתוארת בציור . θ פעמים כנגד כל ערך של 100 - וsפעמים כנגד כל ערך של 

 

Angle in the range -π/4 to 3*π/4
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 .g(s,θ) הפונקציה – אוסף ההטלות – 10.6ציור 
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 - ו[50,49-]  ערכים בתחום 100 נקבע להיות yהטיפול הישרים בעלי זווית אנכית דומה כשהפעם 

x0וך המשוואה  נקבע מתssinycosx =−θ+θשפירושה שיטת (כתחליף להעגלה .  ועובר העגלה

י אינטרפולציה נאמנה יותר "ניתן לבצע הטלות מדויקות יותר ע, )Nearest-Neighborאינטרפולציה 

 .אין עניין זה יוצר הפרעה משמעותית, בשל מלאכותיות הניסוי, אך כפי שנראה, לישר

 

יש לזכור כי  (σ=200והמו ברעש גאוסי ולבן בעל ממוצע אפס ושונות כל ערכי ההטלה ז 

ולכן עוצמת רעש  זו מקבילה לרעש גאוסי  , [0,255] ערכי רמות אפור בתחום 100 -ההטלות צוברות כ

 . בכל פיקסלσ=20בעל שונות 

 

סריקה מלאה של ו ה מלאהעבור חצי סריק כLMS - מתאר את תוצאות אלגוריתם ה10.7ציור 

, פעם אחת כל אחד  RT - וRשמשמעה ביצוע , אנו רואים כי כבר לאחר סריקה אחת. מערכת המשוואות

לכן התוצאה סובלת מתופעת . בסימולציה זו בחרנו שלא לערב את הרגולריזציה. "טובה"התוצאה כבר 

 . ישירMLכך לפתרון -האופיינית כל" צילצולים"
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 . אחת לאחר חצי סריקה וסריקה מלאה LMS - תוצאת ה– 10.7ציור 
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גם אם , לכן.  ממש כשם שאלו נבנו בעת הפקת ההטלותjr יצרנו את הוקטורים  LMS -בביצוע ה

. פגיעה זו הופיעה גם בעת השחזור ואינה מהווה בעיה, יצרנו פגיעה בתהליך הדגימה של הישרים

והמודל בו משתמשים , יכול הפער בין המודל המייצר את ההטלות,  מעשיים בהם אין זה כךביישומים

 לעומת זאת נוכל לטעון כי סטיות בין הייצור האמיתי של ההטלות .לשחזור להוות מקור לשגיאות גדולות

 .לבין המודל שישמש לשחזור נספג לתוך הרעש האדיטיבי שבמודל

 

את גם צברנו , וכיוון שמימדי מערכת המשוואות מאפשרים זאת,  נאספוjrכיוון שהוקטורים 

 איברים 100שבה כל שורה כוללת עד  10000   על10000 זוהי מטריצה בגודל – במלואה Rהמטריצה 

בהינתן מטריצה זו אנו יכולים להפעיל את הגישה הישירה כפי ).  אלו נצטברו בהטלה–שפירושו (' 1'שהם 

 עם גודל צעד SD -איטרציות ה {1,5,10,15}  מראה תוצאת גישה זו לאחר10.8ור צי.  קודםשתואר

  .לקבלת מהירות התכנסות מירבית אופטימלי
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למעלה ( איטרציות 5, )למעלה מימין(בגישה ישירה כעבור איטרציה אחת  ML -תוצאות ה – 10.8ציור 

)                                                   למטה משמאל(רציות  איט15 -ו) למטה מימין( איטרציות 10, )משמאל

 .  עם גודל צעד מיטבי SD -של אלגוריתם ה

 



  מבנים פירמידליים ושימושיהם בתמונות-  11פרק 

 - 235 -

 
 
 

מבנים פירמידליים             – 11פרק 
 ושימושיהם בתמונות

 
 

 
 

235 …………….……………… מבנים פירמידליים ושימושיהם בתמונות  – 11פרק 

236 ………………………………………………….……………הפירמידה הגאוסית   11.1

240  ……………………………………………………………הפירמידה הלפלסיאנית  11.2

Lifting Scheme ………………………………………… 249 - הי" עWaveletהתמרת  11.3

 
 

 

  

רזולוציה של תמונה הינה שם ". רזולוציה"-מושג ששב ועולה במהלך הדיון בתמונות הוא מושג ה 

לא תמיד יותר פיקסלים משמעם . לגודל הפרט הקטן ביותר הניתן בה לאבחנהאן , נרדף למידת חדותה

דגימה מציע מדד ברור הקושר בין מרווח הדגימה ובין הדיון במשפט ה, בהקשר זה. יותר רזולוציה

-החולשה של תפיסה זו בהיותה גלובלית וחד. כשזו נמדדת במונחים תדריים, הרזולוציה של התמונה

 אין אנו יודעים –משפט הדגימה מציע מרווח דגימה אחד התקף לכל התמונה , באשר לגלובליות. משמעית

-באשר לחד.  מקום ומרווח הדגימה הנאות לייצוגם בכל מקוםלאפיין אותות בעלי רזולוציה תלוית

בהכרח נציע , אם נפעל כך? מדוע שנניח כי במקום מסוים בתמונה יש רק רזולוציה אחת, המשמעותיות

ונתעלם ממגוון תופעות הקורות באותה נקודה ואשר להן רזולוציה , את הרזולוציה הגבוהה ביותר במקום

 במבנים פירמידליים בהם רזולוציה יכולה הוות את התשתית לצורךמשתי חולשות . טבעית אחרת

 . וכל מקום יכול לקבל ייצוג נאות במגוון רזולוציות, להשתנות ממקום למקום

 

אלא ששם בחנו את , Waveletרזולוציונית כבר הוצגה קודם כשדנו בהתמרת -תפיסה מולטי 

ה נחזור על עיקרי הדברים העומדים מאחורי בפרק ז. "רזולוציה"ההתמרה כהתמרה ולא כייצוג החושב 

רזולוציוניות -מולטיאלא שההדגש יהיה הפעם על היות שיטות אלה שיטות ייצוג , התמרה זו ודומות לה

אין גישה מאוחדת לתחום זה והדרך בה נבחר להציג את הדברים היא . המקנות גמישות בעיבודים שונים

 .ם הנובעים מהןהצגת האפשרויות השונות ודרכן את היישומי
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 הפירמידה הגאוסיאנית 111.

 

למטה המתחיל נציע סידור אנכי (פירמידה הינה אוסף תמונות המאורגנות בסדר כלשהו , ככלל

 N בגודל X(m,n)נניח כי נתונה לנו תמונה .  ואשר כולן נובעות מתמונה אחת שעברה עיבוד)למעלהועולה 

 LPFנפעיל על תמונה זו מסנן . PG(0) - ונסמנן אותה כ PGידה הפירמתמונה זו כתחתיתה שלנגדיר . Nעל 

תהיה השכבה , PG(1), התמונה החדשה. מסוג כלשהו ונקבל תמונה בה הפרטים מטושטשים קמעה

אוסף התמונות .  וכך הלאהPG(2) ונקבל את  PG(1) נמשיך ונטשטש את התמונה.  בפירמידהההשניי

 .  כל תמונה מייצגת רמת רזולוציה מסוימתכאשר, שתתקבלנה יהיה הפירמידה הרצויה

 

מחצית  (π/2 - הוא כזה שמדכה בצורה נאותה תדרים גבוהים מעבר ל LPF -נניח כי מסנן ה

, לכן.  ללא אובדן2:1פירוש הדבר הוא שהתמונה לאחר סינון יכולה לעבור דילול ביחס ). טווח התדרים

 . המתקבלמבנה את ה ממחיש 11.1ציור . ה פעולות דילול והתמונות תקטנהיחד עם פעולות הסינון תבואנ

 

 

 

נוכל לחפש בחירה , לדוגמה. ישנן מגוון גישות לבחירת המסנן? מהו המסנן בו יש לעשות שימוש

בעבודתם . במנת שהדילול יהיה מותר ללא אובדן בקירוב טו-שתבטיח דיכוי תדרים גבוהים כיאות על

בהנחה שזהו ,  הם הציעו את הכללים הבאים  אותם מסנן זה יקיים– גישה שונה Adelson - וBurtהציעו 

} שתגובת ההלם שלו היא 2N+1מסנן ספרבילי באורך  }kkw 
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כל תמונה ,  בסיס הפירמידההתמונה השמאלית היא. הפירמידה הגאוסית – 11.1ציור 
 .אחרת נוצרת מטשטוש ודילול של קודמתה

PG(0)

PG(1)

PG(2)

PG(3)
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. ע המקומיהדרישה הראשונה מבטיחה כי הפעלת מסנן זה על התמונה תשמר את הממוצ

הדרישה השלישית באה לוודא . הדרישה השנייה יוצרת מסנן סימטרי בו אין הטיה לצד אחד על פני האחר

הדרישה הרביעית והמורכבת מכולן . דעיכה מונוטונית של השפעת השכנים על הפיקסל המרכזי בסינון

 ממחיש עניין 11.2ור צי.  הבאה המדוללתהפירושה שכל פיקסל תורם בצורה זהה ביצירת שכבת הפירמיד

 . זה ומצדיק את ניסוח הדרישה כפי שנקבע במשוואה

 

הדרישה הראשונה תהיה , {c b a b c}– ונניח כי המסנן בנוי כ N=2אם נניח כי , לשם דוגמה 

1ab2c2 והדרישה השלישית תהיה , הדרישה השנייה מוטמעת כבר בייצוג הפרמטרי שבחרנו. ++=

abc b2ac2 -הדרישה הרביעית תתורגם ל . ≥≥ צירוף דרישה ראשונה  (b=0.25לכן ברור כי . +=

עבור הבחירה . c=0.5(a-0.25) יהיה c -ו, )דרישה שלישית (0.25 - צריך בהכרח להיות גדול מa, )ורביעית

a=0.4 ממחיש את דרך 11.3ציור ". וסיתהפירמידה הגא" מתקבל מסנן דומה לפעמון גאוסי ומכאן השם 

 .מימד-והרי הדבר זהה בדו, מימדיים-בניית הפירמידה הגאוסית לאותות חד

 

 

 

זהו בראש ובראשונה אמצעי לייצוג . לא הרבה? מה אפשר לעשות בעזרת פירמידה גאוסית

שכבות עליונות ,  להראות את כל הפרטיםבעוד השכבה התחתונה עושה מאמץ. התמונה במגוון רזולוציות

, 11.1בציור , לדוגמה. אט את הפרטים הקטנים ומתרכזות בסיפור הכללי של התמונה-יותר זורקות אט

 . נוצת הכובע המפורטת בשכבה הראשונה הופכת לחסרת פרטים מהשכבה השלישית ואילך

 

זה יכול לעזור פירמידלי מבנה . נזכיר מספר יישומים בהם עושים שימוש בפירמידה גאוסית

 אחת הדרכים הפשוטות ביותר והישירות ביותר לחפש תבנית בתמונה היא .בחיפוש תבניות בתמונה

  בגודל Xבהינתן תמונה ). 9ראה פרק (שיטת הקורלציה שדומות לה כבר פגשנו בשערוך תנועה של בלוקים 

 

.        במיצוע משוקלל אנו רואים כיצד שכבה בפירמידה יוצרת את הבאה לה – 11.2ציור 
 מקומות           3 -ערכו תורם לשכבה הבאה ב, k -אם נתייחס לפיקסל בודד בשיכבה ה

הפיקסלים הכחול והירוק מפעפעים                   , באופן דומה. a+2c   לפי המשקל
 .2bלשכבה הבאה דרך משקל מצטבר 

 PG(k+1) -  בפירמידהkשכבה

 PG(k) -  בפירמידהkשכבה
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 Hי "טשטוש ע
 2:1ודילול ביחס 

 Hי "טשטוש ע
 2:1ודילול ביחס 

 Hי "טשטוש ע
 2:1ודילול ביחס 

 .מימדי-לאות חד בניית הפירמידה הגאוסית – 11.3ציור 
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N על N , ובהינתן תבניתY בגודל L על L) L<<N ( אותה אנו מחפשים)החיפוש יכול , )נניח פרצוף

 י החישוב "להיעשות ע
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זוהי כמות עצומה של . וקביעת מציאה במקום בו ערך זה גדול מסף מסוים,  בתמונה[n,m]בכל מקום 

חיפוש , במקרה כזה. Y - ולX -חישובים וניתן להקטינה בצורה משמעותית אם נבנה פירמידה גאוסית ל

מקדים בשכבות גבוהות יותר של הפירמידה יכול לגלות איזורים חשודים בהם ייעשה חיפוש גם 

שימוש אחר הוא כאשר הפירמידה נעשית ). שכבות תחתונות של הפירמידה, דהיינו(ברזולוציות גבוהות 

ה כאשר מחפשים את התבנית בידיעה גישה זו נחוצ.  המקורי Y והחיפוש נעשה בכל השכבות עם Xרק על 

 . כי היא צפויה להופיע במגוון גדלים אפשריים

 

ניתן להשתמש בפירמידה הגאוסית לצורך שערוך תנועה בבלוקים והדבר יכול להביא , למעשה

 Nנניח שערוך התנועה צריך להיעשות בתמונות בגודל , לדוגמה. להאצה ולהגדלת הדיוק בתהליך השערוך

ניתן להמיר תהליך זה .  פיקסלים לכל כיוון16וגדלי וקטורי התנועה הם , 32 על 32 של  בבלוקיםNעל 

. N/2 על N/2בשערוך תנועה על צמד תמונות שמהוות שיכבה שנייה בפירמידה הגאוסית ואשר גודלן הוא 

ר אבל עם השינוי שבוצע איזו. ולכן מספר וקטורי התנועה לא קטן, 16 על 16הפעם גדלי הבלוקים הם 

וכך גם התמך )  לכל כיוון כעת8כי וקטורי התנועה המירביים הם  (4החיפוש של הוקטור קטן בפקטור 

 רק 16פירוש הדבר חסכון בפקטור ). 1024 איברים ולא 256בחישוב ההתאמה נצבור  ( MSE-לחישוב ה

שבכל שכבה וניתן לעלות עוד ועוד כ, אין סיבה לעצור כאן, למעשה. במעבר לשכבת הפירמידה השנייה

ברור כי יש לעצור לפני שהבלוק מגיע לגודל קטן מידי שיביא לשערוך לא . הבלוק ואיזור החיפוש קטנים

 ). שכבה רביעית במקרה זה (4 על 4וכך ראוי לעצור בגודל , אמין

 

עדכון זה צריך להיעשות . k -י ירידה חזרה לשכבה ה"יש לעדכנו ע, k+1בהינתן שערוך משכבה 

באופן כזה הקטנו באופן ).  2 -כשהוא מוכפל ב(י סביב הוקטור שנמצא בשלב קודם בחיפוש מקומ

אם נדרשנו במקור לאיזור חיפוש , לכן. משמעותי את כמות החישובים הדרישה למציאת וקטור התנועה

הרי שהפעם בשכבה הרביעית נבצע ,  נקודות בדיקה של מיקום הבלוק1024 שמשמעו 32 על 32בגודל 

עם הפעפוע לשכבה . כך שכמות החישובים זניחה,  מקומות ועם בלוק קטן משמעותית4על  4 -חיפוש ב

 100 -וכך נחסוך באופן גס ביחס של כ,  מקומות סביב הפתרון הקודם8 -נחפש בכל פעם רק ב, הבאה

 .כיוון שרק החישובים של השיכבה התחתונה בפירמידה מהותיים בהשוואה, בכמות החישובים הכוללת

 

 אנו נוכל בלבצע חיפוש באיזור חיפוש גדול - הדיוק של השערוך צפוי לגדול משתי סיבות ,בנוסף

פי מתווה כללי בתמונה תוך התעלמות מפרטים קטנים "ומכיוון שהוקטור הראשוני מחושב ע, יותר

אנו מגבילים את העדכון לסביבת , עם הפעפוע מטה בפירמידה. שיכולים לסחוף השערוך לערך לא רלוונטי

הדבר דומה למינימיזציה של פונקציה מאוד לא . וכך מכוונים את החיפוש למקום הראוי, פתרון הקודםה

המעבר לשכבות הרזולוציה הבאות בפירמידה משול להחלקת . חלקה וחשש לנפילה למינימה לוקאלית

 .פונקציה זו ומחיקה של מינימות לוקליות כתוצאה מכך
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  הפירמידה הלפלסיאנית11.2

 

מרכזי של הפירמידה הגאוסית הוא ששכבות הפירמידה לא כוללות רזולוציות זרות החסרון ה

כך יוצא שהשכבה הראשונה . אלא כל שכבה כוללת הפחתה מסך הרזולוציות, המצטרפות זו לזו

וכל שיכבה מעליה כוללת , !)זו התמונה ממנה אנו יוצאים לדרך (כל מרכיבי התמונהבפירמידה כוללת את 

 דבר המביא –י החסרת תמונות "חסרון זה קל לתיקון ע. ני המוכל בתמונות שמתחתיהתוכן רזולוציו

  .לבנייתה של הפירמידה הלפלסיאנית

 

 X את התמונה –באופן הבא  PL הפירמידה הלפלסיאניתנציע לבנות את , על רקע הנאמר לעיל

י "עראשונה בפירמידה נחסר ונגדיר את השכבה ה.   בגודל זההHX נטשטש ונקבל תמונה N על Nבגודל 

PL(0)=X-HX . זוהי תמונת הפרשים בגודל המקוריN על N המכילה את הפרטים הקטנים כשהם 

 כבר ראינו בעבר כי זוהי פעולת –מתוארים כהפרשים של הערך האמיתי במקום פחות ממוצע מקומי שלו 

על התמונה . PGת  נוכל לדלל כשם שעשינו בפירמידה הגאוסיHXאת התמונה . הלפלסיאן על תמונה

החסרה שיוצרת את השכבה הבאה ,  טשטוש– נוכל לחזור על התהליך N/2על  N/2 המתקבלת שגודלה

נקבל סידרת תמונות תמונות הפרש ובראש הפירמידה תמונה קטנה המתלכדת עם . ודילול, בפירמידה

 . התמונה בראש הפירמידה הגאוסית

 

 בניה סובל מחולשה מהותית והיא חוסר היכולת תהליך פשוט זה של, הגיוני ומפתה ככל שיהיה

אם . זאת כיוון שבפעולת הדילול אנו זורקים מידע שאינו מצוי בעת השחזור. לחזור לתמונה המקורית

, אבל.  מכילה בצורה נאותה את התדרים הגבוהים של התמונהPL(0)התמונה ,  הפירמידהבסיסנתייחס ל

 נפגמו בשל דילול תמונה זו לשם בניית צעדי HXה תדריה הנמוכים אשר אמורים להישמר בתמונ

 . הפירמידה הבאים

 

נגדיר , HX - לX כהפרש בין PL(0)במקום להגדיר את . הבאתיקון הבעיה יכול להיעשות באופן 

ואז , תעבור דילול כמקודם HXהתמונה , כלומר.  לאחר דילול והרחבהHX - לXתמונה זו כהפרש בין 

כל אינטרפולציה תספק את הצורך בשחזור התמונה ! כלשהי(אינטרפולציה תנופח חזרה לגודל המלא ב

 Reduceנגדיר את האופרטור , במונחים אלגבריים. מתמונה מוגדלת זו ייעשה החיסור!). מהפירמידה

אזי הפירמידה תיבנה .  כאופרטור המבצע הגדלה חזרה Expandוהאופרטור , כאופרטור מטשטש ומדלל

 : כשאנו מסתייעים בבניית הפירמידה הגאוסית,בסידרת הצעדים הבאים

) זוהי גם .Xי מהתמונה \התחל .1 )0PG -שכבת הפירמידה הגאוסית התחתונה  . 

 .1 - לkקבע את  .2

) על  Reduceי פעולת \בצע, k -בצעד ה .3 )1kPG )י  את התמונה \וקבל − )kPG - שכבת 

 .k-הגאוסית ההפירמידה 

)על  Expandבצע פעולת  .4 )kPG הגדר ו( ) ( ) ( ){ }kPExpand1kP1kP GGL −−=− . 

) קבע k=Mאם הגענו לשכבה . kהגדל את  .5 ) ( )kPkP GL  . 3חזור לשלב אחרת .  ועצור=
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 Expandי הפעלת "בניית התמונה המקורית פשוטה ותיעשה בצורה רקורסיבית ע, בבניה זו של הפירמידה

)על התמונה בראש הפירמידה  )MPL ,הוספת השכבה ה- M-1 , שובExpand וחוזר עד להגעה לתחתית 

 ממחיש את דרך 11.4ציור . כשהתמונה הנוצרת זהה במדויק לזו ממנה התחלנו, הפירמידה הלפלסיאנית

מתקבלות בפועל בהקבלה לציור ה מראה את התמונות 11.5ציור ו, ניית שתי הפירמות והקשר ביניהןב

,  פעפוע מעלה בציור- 11.6תהליך בניית התמונה מהפירמידה הלפלסיאנית מתואר בציור  .11.1

)כשמתחילים בשכבה  )4PL11.4וקל לראות את הדמיון לתהליך הבניה בציור ,  מוביל לתמונה הרצויה. 

 

 

 

 

 

 

PG(0) 

Reduce

+- 
+ PL(0) 

Expand 

PG(1) 

Reduce

+- 
+ PL(1) 

Expand 

PG(2) 

Reduce

+- 
+ PL(2) 

Expand 

PG(3) 

Reduce

+- 
+ PL(3) 

Expand 

PG(4) PL(4) 

 .בניית הפירמידה הלפלסיאנית והקשר שלה לפירמידה הגאוסית – 11.4ציור 
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ת התמונה יבני, אמרנו קודם כי לא חשוב כיצד תוגדר? Expand -את פעולת הכיצד נבחר 

 משמשת בבניית Expand פעולת אותהש התהליך עקבי במובן מהפירמידה תביא לשחזור מדויק כל עוד

עליה  בו בPixel Replication בנינו את הפירמידה על ידי פעולת 11.5בציור . הפירמידה ובשחזור

 זוהי קרוב לוודאי הגישה הפשוטה ביותר האפשרית. ברזולוציה כל פיקסל מייצר רביעיית ערכים זהים לו

 .וגם הגרועה ביותר

 

ט שונה לפירמידה ענענה על שאלה זו דרך מתן אינטרפרטציה מ? מה ההבדל בין בחירות שונות

)כשאנו בונים את התמונה . הלפלסיאנית )1kPL  י המשוואה"נו עושים זאת ע א−

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }{ }.1kPduceReExpand1kP

kPExpand1kP1kP

GG

GGL

−−−=
=−−=−

 

אנו מחשבים את התמונה  .   בפירמידה הגאוסית היא תמונת היסוד בבניה זו k-1-התמונה ה, כלומר

( ){ }{ }1kPduceReExpand G ) ומשתמשים בה בחיזוי של התמונה המקורית − )1kPG תמונת החיזוי . −

בפירמידה ) המפורטת יותר( והיא מנסה לנבא את התמונה שמתחתיה היא תמונה נטולת פרטים

)אם אין פרטים חדים בתמונה . הגאוסית )1kPG חיזוי מוצלח הוא חיזוי . החיזוי יביא לשארית קטנה, −

)בו התמונה  )1kPL  :יבות שונותאם החיזוי מוצלח זה יכול להיות בגלל שתי ס.  כוללת אנרגיה דלה−

במקרה כזה החיזוי ). רזולוציה גבוהה(יתכן כי תוכן התמונה הוא כזה שאין רמת פרטים גבוהה  .1

במקרה כזה הפירמידה מצליחה לומר לנו את מידת הרזולוציה . ייתן ערכים קרובים מאוד לאפס

 .לפי העוצמה של תמונות הפירמידה בכל מקום) ואפילו כתלות במקום(האמיתית של התמונה 

 מתקבלים ערכי אפס בחצי העליון של התמונה בעוד שערכי מטה ושנייהאם לדוגמה מהשכבה ה

דע כי החצי העליון מוגבל ברזולוציה ודי היה נ, שכבות אלה בחלק התחתון שונים מהותית מאפס

  .זור זה לתיאור א4בפחות פיקסלים בפקטור 

PL(1)

PL(0)

PG(2)

PG(3)

 .)127לערכי הפרשים הוסף  (שכבות הפירמידה הלפלסיאנית – 11.5ציור 
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כל דרך תיתן  וExpandפעולה ישנן דרכים שונות להגדיר את ה,  ללא קשר לנקודה הקודמת .2

 חיזוי שיקטין את –שתיתן חיזוי מוצלח  Expandהגדרת רצוי לבחור ב. שגיאת חיזוי שונה

) -אנרגית השארית ב )1kPL  שקלה לביצוע יש גם עניין בבחירה של פעולה פשוטה, עם זאת. −

 .מבחינה חישובית
 

 

 

אנו רואים את . בתדר) והגאוסיאית( ממחיש את משמעות הפירמידה הלאפלסיאנית 11.7ציור 

]התמך התדרי  ]2,ππ−י "הפירמידה הגאוסית לוקחת רביע פנימי המתקבל ע.  בו התמונה ממלאת מידע

. מסנן מעביר נמוכים הולך וצר בכל שלב וכך מתרכזת בעליית השכבות בתדרים הולכים וקטנים

פירמידה הלפלסיאנית בונה תמונות הנבנות כמסנן מעביר פס כשהפס נע לעבר הראשית ונהיה צר יותר ה

+ 
+ 

Expand 

PL(4) 

.בניית התמונה מהפירמידה הלפלסיאנית – 11.6ציור         

Expand 

+ PL(3) 
+ 

Expand 

+ PL(2) 

Expand 

+ PL(1) 

+ PL(0) 
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 מציור זה גם ברור כי כל שעלינו לעשות הוא לסכם את רצועות התדר   .ויותר עם התקרבותו לראשית

ילול שלא עניין מטעה מעט הוא נושא הד. הללו בפירמידה הלפלסיאנית על מנת לקבל את התמונה המלאה

 .כיוון שמדובר בהתמרה מנורמלת, ניכר מהציור בתדר

 

 

 

 בניית -הרעיון פשוט . במקור הוצעה הפירמידה הלפלסיאנית כפירוק של תמונה לשם דחיסתה

 וכל ערך אחר, ואז ביצוע קוונטיזציה לשכבותיה כך שערכים קרובים לאפס מאופסים, הפירמידה לתמונה

בפועל ביצועי אלגוריתם . ניתן אף לחשוב על קוונטיזר שונה לכל שכבה. מומר לערכי ייצוג קלים לדחיסה

PL(0)

PL(1)

PL(2)

PL(3)

 – הפירמידה הלפלסיאנית והקשר שלה לפירמידה הגאוסית– 11.7ציור 
 .ייצוג בתדר

π

π

-π 

-π 

π

π

-π 

-π 

π

π

-π 

-π 

π

π

-π 

-π 

π

π

-π 

-π 

PG(0)

π

π

-π 

-π 

PG(1)

π

π

-π 

-π 

PG(2)

π

π

-π 

-π 

PG(3)
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 - מומרת בתהליך בניית הפירמידה לN על Nיש לזכור כי תמונה בגודל . JPEGזה נופלים מאלה של 

4/3N2 פיקסלים - N2  לתמונה( )0PL ,N2/4 לתמונה ( )1PL  ,לקבלת הטור, וכך הלאה 

3
N4

4
11

N4N
2
N 22

0k

k2
Nlog

0k

2

k =
−

=⋅≈



 ∑∑

∞

=

−

=

. 

המידע במבנהו , לעומת זאת. 33% -כבר לאחר בניית הפירמידה יש לנו ניפוח של כמות המידע ב, לכן

ת אניהחדש הינו נמוך אנטרופיה כיוון שכולו מידע הפרשים שעבורו כבר ראינו כי הפילוג בעל צורה לפלסי

 ).שמה של הפירמידההנה עוד סיבה ל(

 

, שגיאות החיזוי באופן מיטבי להקטנת Expandנוכל גם לבחור את הפעולה , אם רצוננו בדחיסה 

דרך אטרקטיבית היא התייחסות . Expandניתן להציע גישות שונות לבחירת . ועימן את האנטרופיה

  על שחזור תמונות6פרק  של תמונה ועשיית שימוש בכלים שלמדנו מUp-Scalingלתהליך הניפוח כבעיית 

 .  לבניית חיזוי מוצלח יותרPrior -תוך שימוש ב

 

באמצע הדרך בין גישות החיזוי וההתמרה לציין כי אלגוריתם דחיסה זה מצוי תיאורטית מעניין 

אינטרפרטציה של חיזוי לפירמידה נתנו עד כה . לדחיסת תמונותכדרכים   8שנדונו בהרחבה בפרק 

ומכאן צומח , 8הו חיזוי מעניין בהיותו לא סיבתי כמו החיזויים בהם דנו בפרק אם כי ז, הלפלסיאנית

 . מימדי- חדפוטנציאל לביצועים טובים יותר מגישות הסורקות את התמונה באופן סיבתי

 

לצורך זה נניח כי פעולות . ניתן גם לחשוב על בניית הפירמידה כהתמרה ואפילו התמרה ליניארית

. Ek - וRkניתנות לייצוג כמטריצות הינן פעולות ליניאריות וככאלה הן  Expand - והReduce -ה

) מקבלת תמונה בגודל Rkהמטריצה  ) ( )kk 2N2N  לאחר סידור לקסיקוגרפי ומניבה את תוצאת ×

לכן מטריצה זו תהיה מלבנית עם . כשלאחריו דילול) ואפילו תלוי מקום(הטשטוש במסנן ליניארי כלשהו 

)בגודל של , ות מעמודותפחות שור ) ( )k222k22 2N2N  מקבלת תמונה Ekהמטריצה , באופן דומה. +×

)בגודל  ) ( )1k1k 2N2N −−  –שוב ( בכל ציר 2ומבצעת הגדלה ואינטרפולציה לקבלת תמונה גדולה פי , ×

)לכן מטריצה זו תהיה בגודל ). כוקטור בייצוג לקסיקוגרפי ) ( )2k22k22 2N2N +× . 

 

 כך שיבצע Rkניתן לבחור את , Expand - והReduce -דוגמה לצמד מעניין של מטריצות הכ

}טשטוש כבפירמידה הגאוסית עם  } { }05.0,25.0,4.0,25.0,05.0w kk את . 2:1דילול ביחס  ואחריו =

T - דהיינו Adjoint - נוכל לבחור כפעולת הEkהמטריצה 
kk RE רמידה בשל דרך בניית ערכי המסנן לפי. =

אם . )כפי שנראה,  את תוצאתה4 -אם כי נדרש לכפול ב( ת ייצא כי אינטרפולציה זו מתאימההגאוסי

 הן יראן כך ,מימדית-כפעולה חד Rk -נכתוב מספר שורות אופייניות ב
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 דבר המבטיח כי צירופים ליניאריים שנעשים – 0.5 -ת מטריצה זו מסתכמות כולן לאנו רואים כי שורו

 את התוצאה לשם תיקון הערך 2 -לכן יש לכפול ב. י מטריצה זו יכולים להיחשב כאינטרפולציה"ע

תכונת סכומי השורות הקבועים נובעת מהדרישה הרביעית של תרומה שווה בתכנון המסנן . הממוצע

מכפלת קרונקר של מטריצות אלה , כיוון שכל הפעולות פרידות, מימד-במעבר לדו. יתלפירמידה הגאוס

 . 4ולכן נדרש גורם תיקון של , מימדית הכוללת-יתנו את הפעולה הדו

 

 Xכשאנו מתחילים בתמונת המקור ,  תיראה כךהגאוסיתבניית הפירמידה , בעזרת מטריצות אלו

 :)5ידה הוא הפירמניקח דוגמא בה עומק  (N על Nבגודל 

( )
( )
( )
( )
( ) XRRRR4P

XRRR3P
XRR2P

XR1P
X0P

0123G

012G

01G

0G

G

=
=
=
=
=

 

 י"בניית הפירמידה הלפלסיאנית תיעשה ע, מתוך קשרים אלו
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 הפירמידה הלפלסיאנית אינה אלא המכפלה, לכן
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יצירת בשל ). גם ההתמרה וגם היפוכה(זוהי התמרה ליניארית , 7במונחי התמרה בהם עסקנו בפרק 

 .  (Over-Complete)יתרות התמרה זו כוללת ,  מקדמי ייצוג4N2/3מסדרה של 

 

.  תהליך קריסת הפירמידה הלפלסיאנית לתמונת המקור–יש לנו גם את ההתמרה ההפוכה 

 היהת לשימוש המשוואה

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )0P1P2P3P4PEEEEX LLLLL3210 ++++=. 
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  מטריצת ההתמרה ההפוכה במטריצת ההתמרה תיתןומכפלת
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היפוך של מטריצת -אנו רואים כי בדרך הגדרת ההתמרה ההפוכה בנינו בפועל את מטריצת הפסאודו

 התמרה – מכאן גם ברור כי בבחירת צמד הפעולות .חזרה לתמונה ממנה יצאנוובכך הבטחנו , ההתמרה

 דבר שמסתדר יפה – בחרנו בהתמרה שמביאה למינימום את מקדמי ההתמרה – קדימה וההתמרה הפוכה

 .עם הרצון להשתמש בתוצאה לדחיסה

 

 ברעיון שזכה לשם יישום מעניין אחר בו עושים שימוש בפירמידה לפלסיאנית הוא מיזוג תמונות 

Multi-Resolution Spline . לרוב . )לשם פסיפס(נניח כי נתונות שתי תמונות האמורות להתחבר ביניהן

סטיות קלות בתיאום ביניהן , חיבור ישיר של התמונות מניב תפר צורם בשל אי התאמה של תנאי ההארה

לשם פשטות . באמצעות פירמידה לפלסיאנית ניתן למזג תמונות תוך כדי טשטוש נעים של התפר. ועוד

והאחרת את החצי , י הימנינניח כי שתי תמונות שוות גודל צריכות להתחבר כך שאחת תורמת את החצ

האלטרנטיבה המוצעת היא . חיבור שני חצאים אלו ישירות יגרום כאמור לתפר בולט ולא טבעי. השמאלי

ובניית פירמידה משולבת בה כל שכבה בנויה כמיזוג ישיר , פירוק שני התמונות לפירמידות לפלסיאניות
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, ים את התמונה מהפירמידה החדשהכאשר משחזר. של חצאי התמונה מהפירמידות של שתי התמונות

 י"ראינו כבר כי תהליך הבניה מתואר ע

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )
( )

( )
( )
( )
( ).4PEEEE

3PEEE
2PEE

1PE
0P

0P1P2P3P4PEEEEX

L3210
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 שבהם היא Expandהשכבה העליונה בעלת הרזולוציה הנמוכה תעבור סידרה ארוכה של צעדי , לכן

. ייםתבוא מריחה ותיצור תפר נקי בין השת, אם שני החצאים אינם תואמים בשכבה זו, לכן. מטושטשת

 ולכן הטשטוש Expandכל שיכבה עוברת סידרה הולכת וקצרה של פעולות , כשנרד עם שכבות הפירמידה

בצורה זו מידע נמוך תדר יטושטש חזק . בשכבה האחרונה נמזג את הפרטים ללא כל טשטוש. הולך ופוחת

נחוץ ,  מאודזאת כיוון שכשמידע בתמונה חלק. ממש כפי שאנו רוצים שיקרה, יותר ממידע גבוה תדר

החלקה רחבה תעלים , כשהמידע פחות חלק, ולעומת זאת, טשטוש רחב תמך לשם חיבור שני הנתחים

תנאי "זהות שכוללות כל אחת  מראה תוצאת תהליך זה על מיזוג שני תמונות 11.8ציור . פרטים ותזיק

יישום זה פרטים נוספים על . )תוספת של שתי שדות אקראיים וחלקים, ובפועל" (הארה אחרים

 . Adelson – ו  Burtוהפירמידה הלפלסיאנית מצויים במאמריהם של 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 הוספנו פעמיים Lenaלתמונה . רמידה לפלסיאנית מיזוג תמונות בעזרת פי– 11.8ציור 
.            בלקיחת חצי מכל תמונה קו התפר ניכר וצורם. שדה אקראי שונה שהוחלק

במיזוג של שתי הפירמידות הלפלסיאניות קו זה טושטש ללא אובדן                  
                       Expandבסימולציה זו עשינו שימוש בפעולת . פרטים בתמונה

 . כפי שתואר קודםReduce  - לפעולת הAdjointהמהווה 
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 Lifting Schemeי " עWavelet - התמרת ה11.3

 

אך ראינו , הפירמידה הלפלסיאנית נתנה לנו ייצוג נאות של מגוון הרזולוציות הקיימות בתמונה

לדחוס בצורה יעילה כשביקשנו , למשל, דבר זה פעל נגדנו. 4/3כי בפירוק זה יצרנו יותר מידע ביחס של 

בפרק זה נראה כי ניתן להציע סכימה דומה מאוד לפירמידה ? האם ניפוח מידע זה חיוני. את התמונה

 -הדבר המעניין שיצוץ מתוך הסכימה המוצעת אינו אלא התמרת ה. הלפלסיאנית בה אין ניפוח מידע

Wavelet פרק זה אינו בא להציג את התמרת החשוב להבהיר כי . 7 בה כבר פגשנו בפרק- Wavelet 

- נקודת מבטנו צרה ותתמקד בייצוג מולטי– כל הידע בתחום מהזווית הקלאסית ולא יוכל להקיף את

 . תוך בניית פירמידה הדומה לפירמידה הלפלסיאנית, רזולוציוני ויעיל של התמונה הנתונה

 

n2Nוקטור באורך  - Xמימדי -בא שיתואר לאות חדבסיסי הנציע את התהליך ה , כזכור. =

) -זה הוא גם השכבה התחתונה בבניית פירמידה גאוסית אות  )0PG. נפעיל פעולת Reduce  על( )0PG 

1n22/Nונקבל אות באורך  ) לו קראנו =− )1PG .בשלב זה נניח כי פעולת ה-Reduceל פשוט מבצעת דילו 

זוגיים של הוקטור - האיאיבריורת אות זה נבצע חיזוי של בעז. ובוחרת את האיברים הזוגיים בסידרה

) המקורי )0POdd
G ,כוקטור שגיאות אלו נגדיר . ונחשב את שגיאת החיזוי-( ) ( ) ( )1P0P0P G

Odd
GW −= .

1n22/Nבאורך וקטור זה יהיה   יישמר כתיאור מרכיבי המידע העדין ביותר באות המטופלוהוא  =−

 . וזוהי שכבת האפס בפירמידה שאנו בונים כעת

 

) -בהתייחס ל, בשלב זה )1PG , פעולת –נוכל לחזור על התהליך Reduce לקבלת ( )2PG , חיזוי

) -החלק האי זוגי מ )1PG)  שנסמנו- ( )1POdd
G( , חיזוי קבלת וקטור שגיאות( ) ( ) ( )2P1P1P G

Odd
GW −= ,

)י בו - (n-1)-תהליך זה יכול להימשך עד לשלב ה. וחוזר חלילה )nPGהשכבה האחרונה .  הוא סקלר

), בפירמידה שנוצרה )nPW , תהיה פשוט( )nPG . אוסף כל הדגימות שייווצרו יכלול רקNויצא ,  דגימות

פסי התדר המכוסים . כל השכבות למעט האחרונה כוללות ערכי הפרשים, שאין ניפוח בכמות המידע

 . ממחיש את דרך בניית הפירמידה החדשה המוצעת11.9ציור . 11.7בשכבות אלו זהים למתואר בציור 

 

) -נתחיל ב. הפעולותי היפוך סדר "בניית האות המקורי תיעשה ע, WPבהינתן הפירמידה  )nPW 

)אשר הינו האיבר השני  )1nPG ) -נוסיף את ערכו ל.  זהו סקלר- − )1nPW ונקבל את , )סקלר אף הוא (−

)האיבר הראשון של  )1nPG )כך השלמנו את בניית . − )1nPG )הוספת , מהבאופן דו. − )1nPG - ל−

( )2nPW )-זוגי ב- תיתן את החלק האי− )2nPG )והחלק הזוגי אינו אלא , − )1nPG תהליך זה יעלה . −

)כל הדרך עד לבניית  )0PGליך זה מראה תה11.10ציור .  הוא אות המקור ממנו התחלנו . 
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 . ך שתוארניקח את הסדרה הבאה ונפעיל עליה את התהלי: 11.1דוגמה 

[ ] ( )0P16151413121110987654321X G==. 

 זוגיים תיתן-ההפרדה לאיברים הזוגיים והאי

( ) [ ] EG X1614121086421P ==. 

[ ]15131197531XO =. 

 לאחר החיזוי נקבל

( ) [ ]111111110PW −−−−−−−−=. 

)הפרדת  )1PGזוגיים תיתן באופן דומה - לזוגיים ואי 

PG(0) 

Take 
Even 

+- 
+ PW(0)

PG(1) 

Take 
Even 

+- 
+ PW(1)

PG(2) 

Take 
Even 

+- 
+ PW(2)

PG(3) 

Take 
Even 

+- 
+ PW(3)

PG(4) PW(4)

 . סכימה ראשונית–ללא יצירת יתרות בניית פירמידה  – 11.9ציור 

Take 
Odd 

Take 
Odd 

Take 
Odd 

Take 
Odd 
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( ) [ ] ( ) [ ]22221P1612842P WG −−−−=⇒= 

 ובאופן דומה 
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 ולכן פירמידת המוצא תהיה 
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PG(0) 

Put 
Even 

++ 
+ PW(0)

PG(1) 

Put 
Even 

++ 
+ PW(1)

PG(2) 

Put 
Even 

++ 
+ PW(2)

PG(3) 

Put 
Even 

++ 
+ PW(3)

PG(4) PW(4)

 .11.9היפוך התהליך שבציור  – 11.10ציור 

Put 
Odd 

Put 
Odd 

Put 
Odd 

Put 
Odd 



  מבנים פירמידליים ושימושיהם בתמונות-  11פרק 

 - 252 -

, שר דילול פשוט תיצור בעיה בהיפוך מורכבת יותר מא Reduceנשים לב לכך שבחירת פעולת 

האם נוכל להכליל : עובדה מצערת זו מובילה לשאלה. כיוון שביצועה בכיוון ההפוך אינה בהכרח אפשרית

הכללה ? זוגיים- כלליות יותר מאשר בחירת זוגיים ואיExpand- וReduceסכימה זו להשתמש בפעולות 

והוצגה כדרך אלטרנטיבית ' 90- באמצע שנות הSweldensי " עLifting Schemeכזו הוצעה תחת השם 

 מוצע לפצלה לאיברים X בהינתן סידרת המקור –הרעיון הוא הבא . Wavelet -מפתה לבניית התמרת ה

זוגיים ולהחליפם -יזוי לאי יש לבנות חEXבעזרת סידרת הזוגיים.  כמקודםOXזוגיים - ואיEXזוגיים 

}דהיינו החיזוי יהיה פונקציה מהצורה , בערכי שגיאת החיזוי }EXedPr ,זוגיים יהפכו להיות -וערכי האי

{ }EO
New
O XedPrXX  היו משתנים לכלול אבן 11.10 - ו11.9למעשה יכולנו לעצור כאן ואז ציורים . =−

ברור כי בהינתן . כשבציור זה אנו מתרכזים בשלב הראשון, 11.11בציור  באופן המתואר Predבניין חדשה 

( )1PG יכול כל התהליך לחזור על עצמו שוב ושוב עד להגעה לראש הפירמידה עם ( )nPGסקלר  . 

 

להיות קטנה  ייתן שיפור בביצועים כיוון ששגיאת החיזוי יכולה Predבסכימה חדשה זו הבלוק 

זוגי לשם -ניתן לבחור למצע שני שכנים מימינו ומשמאלו של האיבר האי, למשל. יותר עבור בחירה נאותה

 עבור הבחירה הכללית יותר. חיזוי טוב

{ } [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑
−=−=

−α−=⇒−α=
L

Lj
EjO
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O

L

Lj
EjE jkXkXkXjkX]j[XedPr 

 י מינימיזציה מהצורה"נוכל לבחור מקדמים לבניית חיזוי אופטימלי ע

[ ] [ ]∑ ∑
= −=αα









−α−
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EjO

,,
jkXkXMinimize

LL L
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 ממצע Predכשנניח כי החיזוי , ך שתוארניקח את הסדרה הבאה ונפעיל עליה את התהלי: 11.2דוגמה 

 ). ובקצוות חיסוי פשוט של שכן יחיד(שכנים 

[ ] ( )0P16151413121110987654321X G==. 

 זוגיים תיתן-ההפרדה לאיברים הזוגיים והאי

( ) [ ] EG X1614121086421P ==. 

[ ]15131197531XO =. 

 לאחר החיזוי נקבל

{ } [ ]
( ) [ ]000000010P

15131197532XedPr

W

E

−=
=

. 

)הפרדת  )1PGזוגיים תיתן באופן דומה - לזוגיים ואי 

( ) [ ] ( ) [ ]00021P1612842P WG −=⇒=
 

 ובאופן דומה 
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( ) [ ] ( ) [ ]
( ) [ ] ( ) [ ]
( ) [ ]84P

83P84P
042P1683P

W

WG

WG

=
−=⇒=

−=⇒=
 

 ולכן פירמידת המוצא תהיה 

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]84P

83P
042P

00021P
000000010P

W

W

W

W

W

=
−=
−=
−=
−=

 

גם את בעיית הקצה השמאלי , למעשה. וזוהי תוצאה טובה יותר משום שמרבית האיברים הם אפסים

ובשל פשטות הוקטור , י שימוש בשני שכנים וביצוע אקסטרפולציה"בוקטורי שגיאת החיזוי ניתן לפתור ע

בוקטורי מידע . ניתן לקבל כי כל השכבות כוללות אפסים למעט שתי השכבות האחרונות, ממנו יצאנו

 .בעלי תוכן מורכב יותר אנו צפויים לקבל תוכן שונה מאפס

 

לצורך השלמתה מוצע שלב .  המלאהLifting Scheme-כל שתואר עד כה עדיין אינו סכימת ה

}חישוב נוסף בו לאחר חישוב העדכון  }EO
New
O XedPrXX   נבצע עדכון לערך האיברים הזוגיים לפי=−

{ }New
OE

New
E XUpdateXX +=. 

 לפני סיום החישוב כך שיהיה חלק יותר EXהרעיון בבסיס צעד נוסף זה הוא להיטיב את צורת האות 

 כי פעולה זו היא Liftingזהו בעצם המקור לשם . וככזה בעל פוטנציאל דחיסות טוב יותר לצעד הבא

 . מראה את הסכימה המלאה11.12ציור . Waveletשהופכת את המערכת להתמרת 

 

 U- וPות נוכל לתאר את פעולתן כמטריצ,  הינן ליניאריתExpand - וPredictאם נניח כי פעולות  
 י"במקרה זה נקבל כי הסכימה המוצעת ניתנת לרישום ע. ים וקטורותהמכפיל

EOE
New
OE

New
E

EO
New
O

XUPXUXXUXX

XPXX

−+=+=

−=
 

 או ברישום נוח יותר

















−
−

=








E

O
New
E

New
O

X
X

UPIU
PI

X
X

. 

 

  ונקבלU=0.5I - וP=I נחבר :11.3דוגמה 
















 −
=
















−
−

=








E

O

E

O
New
E

New
O

X
X

I5.0I5.0
II

X
X

UPIU
PI

X
X

. 

. ומוצא הזוגיים יהיה ממוצעם, זוגיים יהיה הפרשים של צמדים סמוכים-פירוש הדבר הוא שמוצא האי

אם נכפול את 
New
EXנקבל כי זהו בדיוק השלב הראשון בהתמרת 2 - ב Haar . 
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יש . ונות שWavelet וכך לייצר התמרות U - וP -ברור כי נוכל לבחור פעולות מורכבות יותר ל

ומסתבר ,  אותו יש לקייםU- וPנוצר קשר בין בחירת , לשים לב כי אם היעד הוא התמרה אורתונורמלית

אף כי תוביל ,  U- וPחשוב להבהיר כי לכל בחירה שרירותית של , אבל. כי אז תכנון הצמד אינו קל

 :ת לרישום כיש התמרה הפוכה פשוטה שניתנעדיין נוכל לטעון כי , להתמרה שאינה יוניטרית

 

PG(0) 

Take 
Even 

+- 

+ 
PW(0)

PG(1) 

 . סכימה שנייה–רות בניית פירמידה ללא יצירת ית –11.11ציור 

Take 
Odd 

Predict 

  ההתמרה קדימה–' חלק א

PG(0) 

Put 
Even 

+++ PW(0)

PG(1) 

Put 
Odd 

Predict 

  ההתמרה ההפוכה–' חלק א
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 או ברישום נוח יותר
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 .מלאהמה  סכי–בניית פירמידה ללא יצירת יתרות  –11.12ציור 

PG(0) 

Take 
Even 

+- 
+ PW(0)

PG(1) 

Take 
Odd 

Predict 

  ההתמרה קדימה–' חלק א

Update 

+
PG(0) 

Put 
Even 

+ PW(0)

PG(1) 

Put 
Odd 

Predict 

  ההתמרה ההפוכה–' חלק ב

Update 

+
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נוכל להציע מציאת מסנן ,  נועדה להחליק את וקטור הזוגיים הנותרUpdate-מכיוון שפעולת ה

מהמשוואה . ליניארי אופטימלי להשגת יעד זה
New
OE

New
E XUXX  Update- ניכר כי אפ פעולת ה=+

 ניתנת לרישום כצירוף ליניארי

{ } [ ]∑
−=

−β=
L

Lj

New
Ojk

New
O jkxXUpdate, 

 ולכתוב,  היא מטריצת הזזה בדגימה אחת ימינהSהרי שניתן לאמץ גם רישום מטריצי בו 

β=























β

β

β























=

−

−
X

L

0

L

New
O

LNew
O

New
O

LNew
O MXSXXSXU

MMM

LL

MMM

. 

 תוך Update-לת ה קביעת חלקות מרבית על התוצאה של פעוי" עβנוכל להציע קביעת מקדמי המסנן , אזי

  ולקבלDשימוש באופרטור גזירה 

( ) [ ] E
T
X

T1
X

T
X

T
opt

2

2EX XMDDMMDXMDMinimize −

β
=β⇒+β 

 

 Update- וPredictי הוספת פעולות "ניתנת לשכלול עוד ועוד ע  Lifting-סכימת המסתבר כי 

, עם זאת. ולכן קיימת ההתמרה ההפוכה, כל פעולה כזו הפיכה. 11.13כתנועת מלקחיים כמתואר בציור 

 ניתן לגלות את Waveletבהינתן התמרת .  לתכנן פעולות אלו לביצועים מיטבייםלא ברור כיצד יש

 . נחשב יעיל יותרLiftingי "ומימוש ההתמרה בפועל ע,  אשר תבאנה לאותו יעדU- והP-פעולות ה

 

 דבר זה – לא חייבות להיות ליניאריות Update - והPredict -כנקודה אחרונה נזכיר כי פעולות ה

 . נושא זה עדיין בחיתוליו ויש בו פוטנציאל עצום–מרות  חדשות ומעניינות פותח פתח להת

 

 
Split  

Odd/Even

 
Predict 

 
Update 

+

 .זוגיים- כתנועת מלקחיים על איברים זוגיים ואיLifting- סכימת ה– 11.13ציור 

איברים 
 זוגיים

   איברים 
 זוגיים-אי

+
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מן  .  בהן כל פיקסל כולל ערך סקלריGray-Scale בטיפול בתמונות מתרכז הדיון בספר זה רוב 

הכללת הנאמר לתמונות וקטוריות בהן כל פיקסל כולל וקטור ערכים אינה פשוטה , חינה המתמטיתהב

ברור שניתן לטפל במידע תמונתי זה כאוסף בלתי תלוי של תמונות ולבצע פעולות על . משמעית-ואינה חד

ים בין איך ניקח בחשבון את הקשר, אם כך! ברוב המקרים לא?  האם זה מספק–כל תמונה כפי שלמדנו 

 ?  הערכים השונים בוקטורי הפיקסלים

 

מעבר למורכבות שבטיפול בוקטורי , B-ו, R ,Gכאשר וקטור ערכי הפיקסל הינו שכבות הצבע 

 אינה מקבץ  RGBהשלשה. נכנס מרכיב מסבך חדש למשחק והוא מערכת הראיה האנושית, ערכים

רך בה מערכת הראיה האנושית ממזגת  יש קשר ביניהם וקשר זה יש להגדיר לפי הד–תזדמן של ערכים 

ומרבית העוסקים בעיבוד תמונה משתמשים בגישות , הטיפול בצבע בתמונות מורכב, ואמנם. שכבות אלו

תורת הצבע היא עניין מורכב מכיוון שהיא דורשת . ליישומים המופעלים על תמונות צבעהוקיות -אד

הבנה במערכת הראיה , ) אלקטרומגנטייםיםלשם תיאור היווצרות הצבע מגל(עירוב של ידע בפיזיקה 

, בשל כך. ויכולת בעיבוד תמונות הבאה מעל כל אלה, )על מנת להבין כיצד הצבע נמדד בעין(האנושית 

אנו נציג בפרק זה את היסודות . שאלות רבות בעניין הטיפול בתמונות צבע עומדות עדיין פתוחות

ודחיסה , שחזור, שיפור,  ייצוג–היסוד בעיבוד תמונה ובעזרת אלו נציע הכללה לפרקי , הברורים בתחום

 .של תמונות צבע
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  מהפיזיקה לעין האנושית–צבע  121.

 

אור זה הינו גל . היווצרה של תמונה בעין האנושית מתחיל במקור אור המאיר את היעד הנצפה 

אורך הגל מחושב .  ובעוצמות שונותλאלקטרומגנטי שניתן לתיאור כצירוף ליניארי של אורכי גל שונים 

)ניתוח של גל זה ייתן לנו את פילוגו הספקטרלי . f/c=λ -כמנה בין מהירות האור ותדר הגל  )λE – 

א ישנו עניין הפאזה שבה ל! לא הכל(הפילוג הספקטרלי מלמד הרבה . מעין גרף של העוצמות בכל אורך גל

של מספר מקורות ) מקורבים( מוצגים פילוגים ספקטרליים 12.1בציור , לשם דוגמה. על אופי הגל) נעסוק

 .אור אופייניים

 

 

 

אם ). λכמו פונקצית הלם כפונקציה של (גל מונוכרומאטי הוא גל בעל אנרגיה באורך גל יחיד 

יראה הצופה , לצופה אנושיישירות  אורך גל יחיד וניתן לשליטה ונציג אותו כזה עםר אור ניצור מקו

מעניין לציין . מניסוי זה מראה את הצבעים המתקבלים 12.2ציור . צבעים שונים כפונקציה של אורך הגל

 [350nm,750nm]התחום .  אינם נראים כלל750nm או מעל 350nm -שגלים בעלי אורך גל של פחות מ

כשהשכנים הם התחום ,  אנו גם רואים מיהם הגלים שמחוץ לתחום זה12.2בציור . הוא התחום הנראה

 יראה 480nmגל באורך של , לדוגמה. אדום בגלים ארוכים והאולטרא סגול בגלים קצרים-האינפרא

 . יראה כתום 610nmוגל באורך של ,  יראה צהוב570nmגל באורך של , כחול

 

 

E(λ)

λ  [nm]400 500 600 700

E(λ)

λ  [nm]400 500 600 700

למעלה ,  נורת טונגסטאן–למעלה מימין :  פילוג ספקטרלי של מקורות אור אופייניים– 12.1ציור 
 ,נוכרומאטי מקור אור מו–למטה מימין ,  שמיים כחולים–משמאל 

 . מוניטור פלואוריצנטי אדום–למטה משמאל 

E(λ)

λ  [nm]400 500 600 700

E(λ)

λ  [nm]400 500 600 700
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 כשלכל חפץ ולכל חומר יש ,באובייקטים שוניםהאור ני של היווצרות התמונה פוגע גל בשלב ש 

ופונקציה של הזווית בין כיוון מקור , הבליעה תהיה פונקציה של אורך הגל. תכונות בליעה שונות של הגל

יבלע כתוצאה מהמפגש בין גל האור ונקודה על פני האובייקט המצולם י. האור ובין המשטח עליו מאירים

 י"חלק מהגל וחלק יוחזר בפילוג ספקטרלי חדש שנתון ע

( ) ( ) ( ) θλλ=λ cosREE inout 

וית בין מקור האור לפני שטח ו היא הזθ- נובעת מתכונות הבליעה של החומר וR(λ)כשהפונקציה 

 הכנסת הגורם .מוחזרת אנרגיה מירבית משטח האובייקט, 90°וית היא ואם הז, כך למשל. האובייקט

cosθ  בניגוד למראה למשל( נובעת מהנחה כי האובייקט בעל פני שטח למברטיים .( 

 
אל העין   -משתלבת מערכת הראיה האנושית שלישי ואחרון בשלבי היווצרה של התמונה בשלב 

)מגיע הגל  )λoutEיו חיישנים המבצעים היה זה נפלא לו ברשתית העין ה . לאחר הפגיעה בחפצים הנצפים

כבר . אך בפועל אין זה כך, ניתוח ספקטרלי מלא של הגל הנכנס ורואים אל מלוא המידע המתאר את הגל

י שלושה " כי חישת הצבע נעשית עHelmhottz - וMaxwell  מדענים וביניהם  הסיקו19 -באמצע המאה ה

 . הצבעים הנראים וחלקם בספקטרום הגלים– 12.2ציור 
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לכל אחד מחיישנים אלו עקומת . B -ו, R ,G -נסמן חיישנים אלו ב. חיישנים החשים צבעי יסוד שונים

bgr היגב לאורכי הגל S,S,S ,נתון לפיאלו ניםומוצא חייש  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫
λλ λ

λλλ=λλλ=λλλ= dESBdESGdESR bgr 

)כאשר  )λEפעולה זו מבצעת שלושה ממוצעים ממושקלים של הפילוג .  הוא הגל הנופל על הרשתית

יש לזכור כי בהתיחסותנו לגל . 12.3 שנמדדו בניסויים נראים כבציור כשפונקציות ההיגב כפי, הספקטרלי

,  (x,y) כפונקציה של המקום גם בפועל יש להתייחס לגל זה –זה אנו חושבים על נקודה בודדה בתמונה 

)ל עם גל "כך שבכל נקודה ברשתית פועל המודל הנ )λEפעל פילוג שונה . 

 

 

 

התפיסה המוצעת לפיה שלוש אינטגרציות ממצעות יוצרות שלושה צבעי יסוד קרויה 

TriChromatic Theory) והיא רווחת במגוון תחומים בהם נדון צבע וחישתו) תיאורית שלושת הצבעים . 

 

ור גרף נוסף שמקובל להציג בדיון על תכונות מערכת הראיה הוא גרף רגישות העין לעוצמת גל הא

גרף זה פירושו שאם גל מונוכרומטי .  כקן מקווקוו12.3גם גרף זה מוצג בציור . כפונקציה של אורך הגל

ראיה -העין תבחין בו חזק יותר סביב הירוקים וחלש עד כדי אי, בעל אנרגיה אחידה יוזן ישירות לעין

 .בקצוות התחום הנראה

  

- וR ,G ספקטרליים עבור אותה שלשה של כי יתכנו אינספור פילוגיםמתוך התיאור שניתן ברור 

Bמידע אובד במעבר מפילוג ספקטרלי מלא לשלושה ערכים מייצגים, כלומר, י החיישנים" שנמדדים ע .

אלא , אינה בגלל ששלושת מרכיבים אלו הם צבעים מונוכרומטיים Red ,Green ,Blue הבחירה בשם 

 . נופלת באופן כללי על צבעים אלו) ת ההיגבונקצימרכז הכובד של פ(ו הם חשים בגלל שהגוון הכללי אות

 

 בה יש λ -י דגימה מספיק צפופה של ציר ה"ייצוג דיסקרטי עבל "האינטגרציה הנלהציג את נוח 

Nהעמודהרוקטו.  דגימות  Eבאורך  הוא וקטור ערכי העוצמה כפונקציה של אורך הגל N , והוקטורים

350 

Sr(λ) 
Sg(λ)
Sb(λ)

λ  [nm]400 500 600 700 450 550 650 

1 

 ורגישות העין לעוצמת גל הכניסה b -ו, r ,g היגב חיישני הרשתית – 12.3ציור 
 .כפונקציה של אורך הגל
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bgr S,S,Sאים השונים בחישת ה הם רגישויות הת- R ,G ,ו- B . אנו מניחים כי וקטורים אלו בעלי סכום

 ,מנורמל

11S1S1S bgr ===. 

 

מספר נקודות  (N על 3 כמיזוג שלושת וקטורים אלה למטריצה בגודל Sנגדיר את המטריצה 

 אזי ). λהדגימה על הציר 

CEE
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 E -ישנם אינסוף אפשרויות ל, RGB - הכולל את שלושת ערכי הC מהנאמר למעלה ברור כי בהינתן

 .  נעלמיםN- משוואות ב3כ זו מערכת של , שיניבו צבע זה

 

גם .  בכל פיקסל RGB לייצג תמונה ספרתית כשלשת טבעיל ברור מדוע "על רקע התיאור הנ

 עם עקומות היגב שונות  שלושה סוגי חיישנים באופן דומה אם כיותת מפעילודיגיטלימרבית המצלמות ה

אך יוצקים , פיון היגב דומה משתמשים בחיישנים בעלי א–דרך השגת חיישנים שונים היא פשוטה . מעט

-ו, R ,G -וכך מעצבים את ההיגב השונה שלהם ל, על שטח פניהם מסיכת צבע המסננת חלק מאורכי הגל

B . 

 

בתכלית מזה של מערכת הראיה אין כל מניעה ליצור מצלמות בהן ההיגב לאורכי הגל שונה 

- ואלו הן מצלמות האינפרא700nm -גלים ארוכים מ" יראו"-ניתן לבנות חיישנים ש, בפרט. האנושית

כשמטרתן להתקרב , )עד כמה מאות(ישנן גם מצלמות בהן במקום שלושה סוגי חיישנים יש יותר . אדום

תצלום (יישומים של חישה מרחוק ומסתבר כי חישה זו חשובה ב, לחישת הפילוג הספקטרלי במלואו

 ".ספקטרלית-חישה מולטי" תחום זה קרוי לא במקרה .ובצילום רפואי של רקמות ועוד) לוויני

 

 

  התאמות צבע12.2

 

. תיאום בין חישת הצבע במערכת אחת והצגתה במערכת אחרת-המרות צבע נחוצות אם ישנו אי

 . לשם הזנת הצבע הנמדד לעין אנושיתי מצלמה וביצוע התאמה"נתחיל את הדיון בחישת צבע ע

 

מקביל  (Pחיישנים בעלי מטריצת חישה שלושה סוגי נתונים לנו במצלמה דיגיטלית נניח כי 

ואת מוצא , ) אך עם עקומות היגב שונות אותה הגדרנו עבור מערכת הראיה האנושיתSלמטריצה 

 נאמנה לנצפה במערכת הראיה  המסך מציגה בצורהRGBהמצלמה אנו מזינים למסך כך שבהינתן שלשת 

 - פולט המסך אור בעל פילוג ספקטרלי כך שכשיוכפל בRGB בהינתן שלשת –כמילים אחרות (האנושית 

Sייתן שוב את אותה שלשה  .( 
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לשם מעבר , הנמדדים במצלמה לפני העברתם למסך  RGB -על ערכי הנרצה כמובן לבצע תיקון 

 שהוצג Eעבור פילוג ספקטרלי ). בעין (S -אלו שיתקבלו בל) במצלמה (P -מערכי החישה שהתקבלו ב

ECcameraכל שיש לנו הוא סט של שלושה ערכים שייקרא , למצלמה P= ורצונו בסט אחר שייקרא EyeC .

, ות לו היה נמדד ישיר.  שתמיר את האחד לאחר ונרצה לקבוע את זהותה3 על 3 בגודל Mנגדיר מטריצה 

ECEyeהצבע בעין היה  S= .י "בפועל צבע זה יקורב עEMCEye P=≈ .נרצה מטריצה , לכןM שתביא 

 למינימום את הביטוי 

{ } ∫
Ω∈
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2
EdEEMMf SP. 

גזירת ביטוי .  E שתהיה נאמנה לכל המקבץ האפשרי של פילוג הספקטרום הכניסה Mהרעיון הוא למצוא 

  נותנת M -חס לזה לי
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∫=R -ל כ "בביטוי הננגדיר את האינטגרל 
Ω∈E

T EdEEונקבל  

[ ] 1TT
OptM −

= PRPSRP. 

 בהסתברות ]10,[עבור פילוג ערכים אקראי בתחום . E היא מטריצת האוטוקורלציה של Rהמטריצה 

 מטריצה זו תהיה , !)עש לבןכמו בר(וללא קורלציה בין ערכים סמוכים , אחידה

1IR
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1EdEE
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T +==∫
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  – כל איברי האלכסון הראשי זהים ושווים ל –דרך החישוב של מטריצה זו פשוט 

3
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  –ים ל ווכל האיברים מחוץ לאלכסון הראשי גם הם זהים וש
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ולקחת בחשבון למשל משקל שונה , Eחרת על שדה ההארה  בהנחת פילוג אRניתן גם לחשב את 

 מתוך סט דיסקרטי של הארות Rניתן גם לבצע את בניית . לוגים בהתאם לתמונות בהן אנו עוסקיםילפ

 .צפויות

 

לא סינגולרית אם  אשר תהיה 3 על 3 האופטימלי אנו הופכים מטריצה בגודל Mבביטוי של 

{ } 3rank =P ואם Rשתי דרישות אלו מתקיימות . יצה חיובית מוגדרת מטר){ } 3rank =P משמעו 

כמקרה ).  של חישנים זהו בזבוז– אם לא –ששלושת סוגי החיישנים במצלמה פורסים מרחב תלת מימדי 

 . וזה כמובן צפוי,  כלומר לא נדרשת המרה– M=Iנקבל כי  P=Sאם , פרטי מעניין
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בעיית התאמת צבע כך שפילוג ספקטרלי נתון יוצג במסך בעל בעיית התאמה אחרת היא 

והוא בניתוחו מעט דומה זה עניין . מאפיינים מסויימים כך שהעין האנושית תראה את הגוונים הנכונים

 .  שנזכיר בהמשךCIE -בניית עקומות המוביל 

 

י "התמונה היא עדרך הצגת . המציג תמונה) מסך מחשב טלויזיה, למשל(נניח כי בידנו התקן פלט 

ברור כי התקן . בניית צירוף ליניארי שלהם והצגתם, צבעי יסוד) אולי שלוש ואולי יותר(בחירת מספר 

אין , עם זאת. פלט זה אינו יכול להציג כל  פילוג ספקטרלי אפשרי של אור בשל השימוש במעט צבעי יסוד

פקטרלי אשר כשיוצג לעין אנושית  די בהפקת פילוג ס–כל חשיבות להפקת הפילוג הספקטרלי המדויק 

ובכך וידאנו כי הפקת הצבעים מהתקן הפלט תואמת את ציפיותיה של , RGBהוא ייתן אותה שלשת 

 .מערכת הראיה האנושית

 

סטנדרטיזציה ) Commission Internationale de L’Eeclairage) CIE קבעה ועדה בשם 1930 -ב

 מורכבבחרו שלושה צבעים מונוכרומטיים כצבעי יסוד מהן נ. לפי האופן הבאבהתקני פלט  צבע הפקתשל 

 546.1nm, )אדום ( 700nmצבעי יסוד אלה לאורכי הגל  קבעה CIE -ועדת ה.  כצירוף ליניאריכל צבע

 בה N על 3בגודל  Pנוכל לייצג סידרת פילוגים ספקטרליים אלו כמטריצה ). כחול (435.8nm -ו) ירוק(

, בדומה להנחה שנעשתה קודם, לכן.  והוא המיקום אורך הגל הנאות1 בכל שורה יש איבר אחד השווה

 . 1סכום איברי כל שורה מנורמל להיות 

 

 P - של שלושת צבעי הצירוף ליניארינציע , )Nוקטור באורך  (Eכלשהו אמיתי צבע בהינתן פילוג 

בעוד שישירות העין . ו פילוג ספקטרלי חדש וזה- βTPצירוף ליניארי זה יהיה  -בעין לשם הפקת הצבע 

 שהעין RGB -י הצבעים היסודיים נקבל כי שלשת ה"עהרי ש, ESי "הנתונה ע RGB-תחוש את שלשת ה

 אפשרי Eלכל צבע ) או תהיינה קרובות( תלכדנה  RGB -נרצה כמובן ששתי שלשות ה. βTSPתחוש היא 

 . E בצורה נאותה כפונקציה של βחירת הווקטור י ב"ע

 

במקום לקבוע פונקציה כללית  :  לתקוף את הבעיה היא הבאה CIE -הדרך בה בחרה ועדת ה

)מהצורה  )Eβ ,נניח כי את קביעת ה-βונוכרומטילצבע מ.  נעשה לצבעים מונוכרומטיים בלבד kE 

 נקבל את המשוואה )   בווקטור ואפס בכל מקום אחרk-במקום ה' 1, 'דהיינו(

[ ] k
1T

kkk
T EE SSPSSP −

=β⇒=β 

וממשוואה זו נחלץ את שלושת המשקלות 
k

β .בסריקת ה- kועד 1 - מ N נקבל שלוש פונקציות משקל 

ו מייצגות את המשקל היחסי של כל צבע יסוד בבניית צבע פונקציות אל. Tristimulus Valuesהקרויות 

בצבעים מסויימים נדרש משקל , וכפי שניכר,  מראה את הפונקציות הללו12.4ציור . יעד מונוכרומטי בעין

 . שלילי לצבע היסוד האדום לקבל האפקט הרצוי
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ימלאו  Eניתן לצרף את כל המשוואות למשוואה מטריצית אחת בה הצבעים , ברישום אחר

 וזו כמובן תהיה מטריצת היחידה בשל היות כל צבעים אלו N על N בגודל Eעמודותיה של מטריצה 

 ל אינן אלא"אז נקבל כי פונקציות המשקל הנ. מונוכרומטיים עם סריקה מלאה של אורך הגל
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, רי של אותות מונוכרומטיים להתייחס אליו כצירוף ליניאCIE -י ה"הוצע ע, Eבהגיע צבע כללי 

בתיאור אלגברי . וכך לקבל את סט המשקלות הכללי, לכל צבע מונוכרומטי להשתמש במשקלות הנאותים

 זה אינו אלא לומר כי 

[ ] [ ] [ ] NewNew
1T

N

1k
kk

1T
N

1k
k

1T
k

N

1k
kkNew

N

1k
kkNew

EEEwEww

EwE

BSSPSSPSSP ====β=β⇒

=

−

=

−

=

−

=

=

∑∑∑

∑
 

 -בהינתן צבע חדש יחושבו מקדמי הצירוף הליניארי כממוצע משוקלל של משקלות ה, בפשטות, כלומר

Tristimulus Values. 

 

 

 

באופן  המיטבית Bלמציאת  יותר כללית נציע גישה ? הטובה ביותרB -זוהי מטריצת ההאם   

NewNew נקבעה ולכל צבע המגיע נשתמש בשלשת המשקלות B נניח כי המטריצה –הבא 
EB=β . בהגיע

בעוד שבגישת שילוב צבעי היסוד המוצעת נקבל , NewESשירות את השלשה העין תחוש י, NewEהצבע 

י שימוש בשלוש " להתאמת צבעים עTristimulus values - פונקציות ה– 12.4ציור 
 .מונוכרומטייםצבעי יסוד 

350 

Tristimulus 
Vlaues

λ  [nm]400 500 600 700 450 550 650 
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Newאת השלשה 
T

New
T EBSPSP =β .כי שתי שלשות נרצה , מטבע הדבריםRGBאלה יתלכדו לכל צבע  .

 לכן נדרוש 

[ ] SSPBSBSPSBSP 1TTT EE,C −
=⇒=⇒=∀ 

 . זהה לתוצאה שקיבלנו קודם זו ותוצאה

 

י מיזוג "משמעות תוצאה זו היא שבהינתן מסך מחשב המייצג צבע ע,  להתחלהאם נחזור לרגע 

את העין ולספק במסך פילוג ספקטרלי אשר " לרמות"ניתן , י צירוף ליניארי"של שלושה צבעי יסוד ע

תוצאה זו בעלת ערך תיאורטי , אבל. יתאים לצבע אותה העין הייתה רואה לו צפתה בגל האור המקורי

סט ם קיי האם – שאלה מיידית שעולה מכך היא השאלה הבאה .לילי  יוצר בעיה במימושכיוון שמשקל ש

סח זאת ננ? שלילית אף היא- איBשיתנו כי ) שלילי-כלומר בעלי ספקטרום אי(צבעי יסוד פיזיקליים של 

 כאוסף הדרישות

[ ] SSPBPB 1T,0]j,i[,0]j,i[,j,i −
=≥≥∀ 

 

יש לשים לב  (פר גדול משלוש של צבעי יסודמסתבר כי על מנת לתת תשובה חיובית לשאלה זו נדרשים מס

וישנן דרגות חופש שמבי אות ,  אינה ריבועיתSPT אינה כמתואר כי המטריצה Bת החישוב של שאז נוסח

כאלה שכוללים בספקטרום (אם נתיר שימוש בצבעי יסוד לא פיזיקליים , לעומת זאת. )לקיומו של פתרון

.  בהמשךשתוזכר  CIE-XYZ - וייצוג זה מוביל למפת ה,הדבר אפשרי, )שלהם ערכי אנרגיה שליליים

, )שהרי צבעי היסוד אינם ברי מימוש(ברור כי שימוש בפתרון מעין זה לא יינתן לשלם בניה בפועל של צבע 

 .יסת הצבעים האפשריתחשיבות מפה זו גדולה לשם הצגת פראך 

 

 

  שיטות ייצוג צבע בתמונות3.12

 

אם נניח . RGB - לתמונות כשהן במדיה דיגיטלית היא שיטת השיטת ייצוג צבע טבעית, כאמור

וכל ,  של צבעיםהניתן לחשוב על שלשה זו כמגדירה קוביי,  סיביות8 -כי כל שכבת צבע זוכה לייצוג ב

 -קוביית ה.  בתוך חלל הקובייה הזוים אפשרייםצבע מיליון 16 -אחד מתוך כ סיביות יוצר 24צירוף של 

RGB נשים לב כי הצבע . 11.5וצגת בציור  מ[R=255,G=255,B=0]  נותן את הצבע צהוב המתואר 

  -ו, Magenta - [R=255,G=0,B=255]אחרות הן  מעניינות פינות . כפינה אחת של הקובייה

[R=0,G=255,B=255]  שנותן את ה – Cyan) השילוב ). תכלכל[R=255,G=255,B=255]נותן לבן   .

 . אשר יידון בהמשך בקצרהשל החסרות צבעיםבהקשר צבעי שילוב אלו חשובים 

 

הרושם שנובע מהציור . ל כשהיא מעוותת"ולצייר את הקובייה הנ, יש מקום להיות יותר מדויקים: הערה

,  ובכך חבויה הנחה על חוסר תלות ביניהם– אורתונורמליים זה לזה B -ו, R ,Gל הוא שצבעי היסוד "הנ

מציור הרי ש,  זו היא כאלו המתקבלים במערכת הראיה האנושיתאם נניח למשל ששלשה. ואין זה כלל כך

 ברור לנו כי מכפלה פנימית בין פונקציות המשקל שתוארו תיתן קורלציה כלשהי בין הצירים 12.3

שהינו עיוות של הקובייה כך ) מימדי-מצולע תלת (לפוליטופדרך הציור הנכונה יותר תביא . שיצרנו

)  קונוס-או יותר נכון (פוליטופ זה יהיה בצורת פירמידה  . 90° - יותר משהזווית בין הצבעים תהיה חדה
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הרי שכל הכפלה שלה בקבוע ייתן צבע נראה ,  קיימת ונראית RGBכיוון שאם שלשת , שראשה בראשית

 . גם כן

 

ולמתוח קו דמיוני בין נקודת , 11.5כפי שמציע ציור , ניתן גם להסתכל על קובייה זו בדרך שונה

לכל אורך ישר זה נקבל צבע אפור בבהירות משתנית משחור . [255,255,255] ובין [0,0,0] הראשית

כשאנו , להזכירכם(הצבע הלבן בגל מתייחס לפילוג קרוב לאחיד של כל אורכי הגל . מוחלט ללבן מוחלט

  ועבור פילוג זה, )אנו מתכוונים כי פילוגו בתדר אחיד, באפיון רעש למשל" לבן"משתמשים במושג 

R=G=B) כפי שכבר הנחנו,  שווה בשלושת העקומים12.3השטח מתחת הגרפים בציור , כלומר .( 

 

 

 

 

 

נחליף כל שלשת ערכים , ת צבע לתמונת גווני אפורמיר תמונאם נרצה להמשתמע מכך כי 

[R,G,B]וברור כי זהו פשוט ,  בנקודה הקרובה ביותר על האלכסון שחוצה את הקובייה משחור ללבן

שלשת י " ניתן לייצג את הצבע ע[R,G,B] -במקום שימוש ב -אבל נוכל לעשות יותר . 3/(R+G+B)מיצוע 

המיקום לאורך ציר , כפי שהוצע קודם. ירות לתכונות הצבעערכים חדשה שתיתן הפרדה טבעית בין בה

 יהיה הערך הראשון בשלשה )Luminance או Intensity או Brightness או Lightness  נקרא(הבהירות 

 – לבן-בקביעת הבהירות התמקמנו על החתך המתואר כמשולש אשר הינו אנך לקו הציר שחור .החדשה

 . משולש שנקרא משולש מקסוול

 

 ךבער המרחקדרך אחת לעשות זאת היא קביעת . מיקום ייצג את הצבע,  מקסוולמשולש פני על

, בנוסף). saturation נקרא(עומקו של הצבע כעדות ל) נקודת המרכז של המשולש (הצירמקו מוחלט 

 ייצוג כך נקבל). Hueקרוי (יעיד על הגוון  - אורך הגל הדומיננטי – או במילים אחרות –הכיוון אליו פנינו 

ישנן מספר דרכים לבצע את החישוב . 12.6והוא מתואר בציור ) HSI או HSBאו ( HSLחדש לצבע הקרוי 

נוותר על התענוג שבהצגת המשוואות שמיישמות מעבר אך אנו , HSL - ל RGBהאנליטי העובר משלשת 

  .זה בפועל

 

 RGB - קוביית ה- 12.5ציור 
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ן ייצוגים אלטרנטיביים  הצבע מפתה וחוזר על עצמו במגוויהרעיון להפריד בין בהירות לפירוט

י ועדה "ייצוג זה הוצע ע. YIQבחירה פופולרית מבין ייצוגי הצבע קרויה  .*YIQ ,CIE-XYZ ,La*bכגון 

וייצוג זה ) National Television Systems Committee - NTSC (השעסקה בייצוג צבע לשידורי טלוויזי

 ולא CIEצבעי היסוד של  ( RGB -ה פשוטה ממתוך רצון להציע המר. הוא המיושם באותות טלוויזיוניים

 : הוצעה ההמרה הליניארית הבאהYIQ -ל) אלו של מערכת הראיה
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 עם דגש על B -ו, R ,G הוא המקביל לבהירות והוא מוצע כממוצע משוקלל של  Y -מרכיב ה, בייצוג זה

שני המרכיבים האחרים מאפיינים צבע . ור לבן זהו האות לפיו תיראה התמונה בטלוויזיה שח–הירוק 

אלא שני צירים כמעט אנכיים זה לזה שפורסים את התנועה על ,  גוון ועומקו–כשההבחנה אינה כמקודם 

מטריצה זו הפיכה ולכן ההתמרה חזרה . 12.6פני שטח משולש מקסוול שווי הבהירות שהגדרנו בציור 

,  מחד את שלושת צבעי היסוד שנתונים במסך הטלוויזיההערכים במטריצה באים לשקף. פשוטה אף היא

 בזוית מסוימת לקבלת הפרדה טובה בין צבע ובין RGB -ומאידך את הרצון לסובב את צירי קוביית ה

 .בהירות

 

 

 

 

אם אנו : הרעיון הוא הבא.  והוא כבר הוזכר קודםCIE-XYZ -ייצוג אחר שהוזכר הוא ה

. הרי שנרצה להתרכז בנקודות על פני המשולש לו קראנו משולש מקסוול, רים על העניין הבהירותמוות

 .HSL לייצוג  RGB - המעבר מקוביית ה– 12.6ציור 

משולש 
מקסוול
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די בשני ערכים על מנת לתאר את , RGBבהינתן שלשת . R+G+B=Constמשולש זה מאופיין במשוואה 

 ,המיקום של הצבע

1ZYX
BGR

BZ;
BGR

GY;
BGR

RX =++⇒
++

=
++

=
++

=. 

גוון (ד כזה במישור נוכל ליחס צבע על כל מאפייניו ולכל צמ,  ידוע ומיותרZ, )X,Y(כנגד כל צמד ערכי 

חשוב לציין כי . 12.7ומפה מעין זו מתוארת בציור , נוכל לייצר מפת צבעים באופן זה). בסיסי ועומק הצבע

  Bובבנייתה מעורבת המטריצה,  שמהם התחלנוB -ו, R ,Gת מפה זו תלויה בבחירת צבעי היסוד יבני

 CIEשימוש בצבעי היסוד של , כפי שכבר ראינו. לחישת צבע כפי שהעין תיתןשהצגנו קודם על מנת לעבור 

ציעה המפה שמתוארת כאן מ. לשם השגת צבעים מסויימים מוביל למשקל שלילי) המונוכרומטיים(

ועובדה זו נשענת על  שימוש ,  חיוביים לשם קבלת כל צבע בספקטרום הצבעים Y- וXשילובים של ערכי 

 .כפי שהבהרנו קודם, נם פיזיקלייםשאי) R,G,B(בצבעי יסוד 

 

 

 

 

 

פניה אינם משקפים מרחקי צבע שוים -בעיה שמתעוררת עם מפה זו היא שמרחקים שווים על

סביב " חישה"דרך אחת להציג סוגיה זו היא הצגת אליפסות שוות . מערכת הראיה האנושיתביחס ל

מסתבר כי בחלק הימני עיון של המפה נדרש מרחק גדול יותר על פני . נקודות הפזורות על פני מפה זו

 עניין זה חשוב למדי במערכות בהן מרחקי צבעים משמשים. המפה לשם קבלת שינוי שווה בעין האנושית

ל כך שמרחקים " הוצע כעיוות המפה הנLa*bייצוג ). וכמעט כל נושא שיוצג בהמשך נופל לקטגוריה זו(

 . פניה יהיו מרחקים הוגנים-אויקלידים פשוטים על

 

מבלי לומר זאת . ניגע בנושא חיבור וחיסור של צבעים, כנושא אחרון במסגרת הדיון בייצוגי צבע

 חיבור כלומר, RGBמהווה את חיבורם בייצוג ה אחת בשני צבעים במפורש הנחנו עד כה כי צביעת נקוד

כשמיזגנו שני צבעי יסוד התקבל צבע ביניים כקומבינציה , כמו כן. מרכיביהם באופן אלגברי פשוט

והכנסת אור מקרבת את , תפיסה זו מתאימה למסך בו נקודת המוצא היא צבע שחור. ליניארית פשוטה

 .CIE-XYZפי -בעים על מפת צ– 12.7ציור 
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אנו רואים כי כאשר ,  לשם דוגמה. טבעי ונכון12.8ור צבעים כמתואר בציור חיב, בגישה זו. גווניו ללבן

 .ועם הוספת הכחול יתקבל לבן, מצרפים את הירוק לאדום מתקבל צהוב

 

 וכל הוספת – זהו הצבע הלבן –נקודת המוצא הפוכה , כשאנו מדפיסים על דף נייר, לעומת זאת

באיזה צבעי ,  אותה רצוננו להפיק על גבי ניירRGBבהינתן שלשת , אם כך.  צבע מקרבת אותנו לשחור

 -מוצע להשתמש בצבעים המשלימים אותם כבר פגשנו בתיאור קוביית ה? יסוד נשתמש וכיצד נמזגם

RGB הצבעים המשלימים הם . 12.4 בציורCyan ,Magenta ,ו- Yellow , ומכאן השםCMY . השם

בהינתן דף ,  למשל–וצר בפועל את הצבע המקורי נובע מהעובדה שהוספת צבע משלים ללבן י' משלימים'

. )12.9ראה ציור  ( נקבל צבע כחולCyanאם נצבע מעליו בצבע שני , Magenta -לבן ועליו מודפס גוון ה

 עלינו להתייחס לראשית כצבע הלבן וממנו אנו פועלים RGB -פירוש הדבר הוא שבעבודה עם קוביית ה

 .  ראינו את השחור כראשית וממנו בשילובי צבעים התקרבנו ללבןבעוד שבגישה המקורית, לבניית השחור

 

 

 

לו . ורצוננו להדפיסה על דף נייר לבן,  סיביות8 - המיוצגים ב[R,G,B]נניח כי נתונה לנו השלשה 

 בכחול שבמסך והגוון הרצוי היה B - בירוק וG,  באדוםRהיינו מצרפים את הגוונים , היה זה מוניטור

עלינו למזג את , RGB -אם נצייר את נקודת היעד בתוך קוביית ה. ה הגישה תהיה שונהבהדפס. מתקבל

  לפי CMYהצבעים המשלימים 

R255Y,G255M,B255C −=−=−= , 

 לשם Magenta -כשאנו נעים מנקודת הלבן לעבר נקודת ה, לדוגמה. 12.10ותהליך זה מוסבר בציור 

 -לכן מידת ה.  ל בקו מקביל לקו הנע מהשחור לירוקאנו נעים בפוע, קביעת הכמות הנחוצה של צבע זה

Magentaהנחוצה היא מלוא הלבן פחות הירוק שבצבע הנתון . 

 

 . חיבור צבעים במסך– 12.8ציור 
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 .CMY -ל  RGB  והמרת שלשת  RGB - קוביית ה– 12.10ציור 

 .מדפסת צבעים בחיסור – 12.9ציור 
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 ייצוג תמונות צבע 4.21

 

נחזור לשני נושאים .  דגימה וקוונטיזציה–בדיון בייצוג תמונות עסקנו בשני נושאים מרכזיים 

 .אלו בקצרה ונראה מה השוני הנובע מהטיפול בצבע

 

לבן עם ההבחנה כי - יכולה לקבל ניתוח זהה לניתוח שנתנו לתמונת שחורדגימה של תמונת צבע

לרוב , RGB -אם התמונה מיוצגת ב. ימה לכל סקלר בייצוג הוקטורי של הצבעיש לבצע את תהליך הדג

 . נגלה כי מרווח הדגימה הנחוץ קרוב מאוד ואף זהה בשלושת שכבות התמונה

 

אם הייצוג יכלול הפרדה של בהירות וגוון נקבל לרוב כי מרווח הדגימה בבהירות , לעומת זאת

תופעה זו נובעת מתכונות . המרווח יכול להיות גס יותרן בעוד שבשכבות הגוו, נדרש להיות קטן יותר

ציור . ציה טובה לצבע בעוד שנדרשת רזולוציה גבוהה לבהירותומערכת הראיה האנושית בה אין רזול

, YIQ -שיוצגה ב) RGB -סופו של דבר בכל ההצגות הינן ב(י הצגת תמונה " ממחיש תופעה זו ע12.11

 -באחת התמונות ישנו דילול ואינטרפולציה ב, ות באותה רמת פירוטכשבאחת התמונות כל השכבות נתונ

Y  ) עם  ) פיקסלים בעלי אותו ערך4 על 4 או 2 על 2פעולת הדילול והאינטרפולציה יוצרות בלוק של

- והI - שמורה כבמקור בעוד שכבות הY -ותמונה שלישית נתונה כששכבת ה,  ללא קלקולQ - וIהשארת 

Qפולציה עברו דילול ואינטר. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .  השפעת דילול ואינטרפולציה על חדות תמונת צבע– 12.11ציור 
 .  תמונת המקור–למעלה משמאל 

 . Y -לשכבת ה בכל ציר 2:1 תמונת המקור עם דילול ואינטרפולציה ביחס –למעלה מימין 
 . Q - והI -הלשכבות  בכל ציר 2:1תמונת המקור עם דילול ואינטרפולציה ביחס  -למטה משמאל 
 .Q - והI -לשכבות ה בכל ציר 4:1תמונת המקור עם דילול ואינטרפולציה ביחס  -למטה מימין 
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 משכבות ¾אבדן , לעומת זאת. בשכבת הבהירות ניכרת מיד) ואפילו קלה(אנו רואים כי פגיעה 

). הכל חצי ממידע התמונה הושלך כמעט ללא נזק-בסך( נותנת אבדן זעום שקשה לאבחנה Q - והI -ה

הנזק מתחיל )  מכלל המידע בהן1/16נותר , דהיינו( בכל ציר 4:1כאשר הדילול בשכבות הכרומה הינו 

בדיוק .  עם דילול פחות אגרסיבי Y -אך עדיין לא באותה עוצמה בה נראה הנזק שהסבנו ל, להיות מורגש

מטרתם העיקרית . YIQ כשבחרו בייצוג  NTSC -תכונה זו היא שעמדה לנגד עיניהם של חברי ועדת ה

 ופסי תדר צרים Y -דור כולל פס רגיל לשכבת ה השיYIQ -ועם המעבר ל, היתה חסכון ברוחב פס לשידור

אנו נראה כי תכונה זו תשוב ותשמש אותנו בבואנו לבצע שחזור או . הרבה יותר לשתי שכבות הכרומה

 .דחיסה של תמונות צבע

 

י קוונטיזציה של כל אחת מהשכבות הסקלריות "תמונת צבע יכולה להיעשות עקוונטיזציה של 

 דבר המוביל להיווצרן של – סיביות לכל שכבה 8 מקובל לתת RGBכי בייצוג כבר הזכרנו , בפרט. בנפרד

 נראה קוונטיזציה זו כקוביות שוות נפח  RGB -אם נתבונן בקוביית ה.  אפשריים בייצוגצבעים מיליון 16

הורדת כמות הסיביות באחת , בגישה ספרבילית זו. אשר גבולותיהן מקבילות לצירים כשריג קרטזי אחיד

 .  סיביות לפיקסל24וכך אנו תקועים על , ת תביא לרוב לפגיעה מורגשתהשכבו

 

 כהמשימ אם הגישה לא כנראההתשובה היא ?  מיליון צבעים16 -האם באמת לא נוכל לרדת מ

 אם נרשה עירוב הצירים, לעומת זאת. ואם נדרוש התאמה לכלל כל התמונות RGB-ב להיות ספרבילית

 . נוכל בהחלט לחסוך, מונהאו בניית קוונטיזציה תלוית ת

 

ואת ,  יהיו בעלי צורה כללית יותר RGB -עירוב הצירים משמעו שתאי הקוונטיזציה בקוביית ה

וביצוע של קוונטיזציה ) YIQכגון (י מעבר לייצוג אחר "יוות הקובייה עי ע"זאת ניתן להשיג למשל ע

 נידרש YIQבייצוג , למשל. רגישיםאחידה על הצירים החדשים עם בחירת פחות סיביות לאזורים פחות 

ציור .  סיביות בלבד6 - בייצוגן בQ - והI -אך ברוח הדיון הקודם נוכל לפגוע בשכבות ה, Y - סיביות ל8 -ל

הרבה פחות נזק נגרם ,  מראה תוצאות ניסוי מעין זה בו רואים כי אם יש להפחית מכמות הסיביות12.12

 .אם הפחתה זו נעשית על שכבות הצבע

 

שם ל. ל נעשה שימוש בקוונטיזר יוניפורמי ממורכז" בניסוי הנ YIQ - בקוונטיזציה של שכבות ה:רההע

נתונות   RGB -שכבות הבהנחה ש. ערך המינימום והמקסימוםלקבוע את  יש כזהקוונטיזר יישום 

  Q - ולשכבת ה[0.6,0.6-] הטווח יהיה I -לשכבת ה, [0,1] הטווח יהיה Y -לשכבת ה, [0,1]בתחום 

 .  ערכי מינימום ומקסימום אלה מתקבלים בפשטות מתוך מטריצת ההמרה [0.53,0.53-].הטווח יהיה

 

הוא , ניתן ללכת הרבה יותר רחוק אם מוכנים להכניס את המרכיב השני שהוזכר למעלה, למעשה

נה ואם ניתן לפילוג הערכים בתמו, אחידהבגישה הקודמת מוצעת קוונטיזציה . עניין התלות בתמונה

וכבר כזאת ניצור אדפטציה של תהליך הקוונטיזציה , הרי שנוכל לתכנן קוונטיזר שאינו אחיד, להשפיע

ברור כי בשמירת תמונה זו יש לשמור מידע נלווה על מדרגו הקוונטיזרים . לתמונה אותה אנו מעבדים

 .השונים לשם בניית התמונה מערכי האינדקסים שלה
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שה כללית יותר להורדת כמות הצבעים היא גישה שתיפרד מהתפיסה הספרבילית גם בייצוג גי

נוכל לבנות , RGB -אם נחזור לרגע לייצוג התמונה ב.  (Clustering)י אישכול "האלטרנטיבי ותפעל ע

.  יש מונה הסופר את מספר ההופעות של שלשה זו[R,G,B]מימדית בה לכל תא -היסטוגרמה תלת

 קבוצה גדולה של הופעות של אותו צבע או צבעים קרובים –תונה ניתן לצפות כי יהיו צבירים לתמונה נ

 . ועבורם נוכל לבחור צבע מייצג יחיד, למדיי

 

אוסף הפיקסלים ל נתייחסאנו . 4בפרק שנדונה קוונטיזציה וקטורית המובילה לזו בדיוק הגישה 

 פירוש הדבר .ל מספר צבעי ייצוג שייקבע מראש מילון ייצוג בענחפשו, מימד-כקבוצת וקטורים בתלת

זהו המילון ( צבעים Nשמבנה התמונה יהפוך למבנה חדש בו יש טבלת צבעים לבניית התמונה שתכלול 

 . ולכל פיקסל יינתן אינדקס אל טבלת הצבעים על מנת לומר מהו הצבע המאכלס פיקסל זה, )שנמצא

 

 למבנה החדש  RGB ממירה מתמונת rgb2ind והפקודה Indexed מבנה זה נקרא Matlab -ב

י הצגת מערך האינדקסים " נעשית עIndexedהצגת תמונת . Palette וסט צבעים Indexומספקת מפת 

בציור . colormapי הפקודה "ואז מיפוי הערכים לצבעיהם המתאימים ע, imageי הפקודה "כתמונה ע

 עם מספר משתנה Indexedא מומרת למבנה  מוצגת התמונה שכבר הצגנו בציורים קודמים כשהי12.13

הרי שכאן ,  סיביות לשמר את מראה התמונה14-בעוד שבגישה הקודמת נדרשנו לכ. Palette-של צבעים ב

 .YIQ השפעת קוונטיזציה שונה בשכבות – 12.12ציור 
 ). סיביות לפיקסל18 –כ "סה (YIQ -יות לכל שכבה ב סיב6 הקצאת –למעלה משמאל 

 ). סיביות לפיקסל15 –כ "סה (Y - סיביות ל3 - וQ - ולI - סיביות ל6 הקצאת –למעלה מימין 
 ). סיביות לפיקסל14 –כ "סה (Q- ו I- סיביות ל4 - וY - סיביות ל6 הקצאת –למטה משמאל 

 ). סיביות לפיקסל15 –כ "סה( סיביות לכל שכבה 5 הקצאת –למטה מימין 



  מבוא לתורת הצבע– 12 פרק

 - 274 -

אנו נראה כי גישה זו מובילה לאלטרנטיבה מעניינת .  סיביות והתוצאה קרובה מאוד6 -אנו רואים כי די ב

 . בדחיסת תמונות צבע

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

גישה אפשרית  ? Indexed לתמונת  RGB כיצד תיעשה פעולת תכנון המילון במעבר מתמונת

-K ונקרא Max-Lloyd זהו האלגוריתם המכליל את אלגוריתם – 4אחת היא האלגוריתם שהוצג בפרק 

Means או בתחום של דחיסת מידע – LBG על שם שלושת יוצריו )Linde, Buso, Gray  .(ישנן , עם זאת

 ,Octreeם כמו מיאלגורית. אלטרנטיבות פשוטות יותר אשר לא פעם נותנות תוצאה ויזואלית נעימה יותר

Median-Cut  אך אנו נעצור את הדיון בנושא זה כאן, מוכרים בספרות כאלטרנטיבות טובותואחרים. 

 

ן למדוד  הסיבה לכך היא הרצו.RGB - מקובל להיות מרחב הPalette -מרחב צבע לבניית ה

בבניית המילון נעשה שימוש איטרטיבי בצעד , )4ראה פרק (כזכור . מרחקים בין צבעים בצורה הוגנת

 RGBבמרחב . וצעד מיפוי הדורש חישוב מרחקים בין צבעים, חישוב מרכז כובד הדורש מיצוע של צבעים

) ריבועי הפרשיםסכום (מרחק אויקלידי ביניהן , RGBבהינתן שתי שלשות  -שתי פעולות אלה קלות 

, 256 –למעלה משמאל .  במספר צבעים משתנהIndexed ייצוג תמונה במבנה – 12.13ציור 
 ,16 –למטה משמאל , 32 –אמצע מימין , 64 –אמצע משמאל , 128 –למעלה מימין 

 . צבעים8 –ולמטה מימין 
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.  נראה מתאים RGB -ולכן שימוש ב, מהווה הערכה לא רעה למידת המרחק הויזואלי בין צבעים אלו

מסתבר כי . מרחב הצבע מתעוות וחישוב מרחק אויקלידי אינו הוגן, YIQ -במעבר ל, למשל, לעומת זאת

בספרות ישנו דיון . עניין רבנושא זה של מרחקים אויקלידים ונאמנותם לפערי צבעים בעין מהותי ומושך 

 . שנועדו לפתור בעיה זו בדיוק*La*bמעמיק בסוגיה זו והוצעו מרחב צבע כגון 

 

 דבר –י בחירת אינדקסים בצורה שונה מעט "נוכל לשפר את התמונה ע, Palette-אם כבר נבנה ה

ו את האינדקסים נניח כי בסריקה שורה לאחר שורה קבענ. Half-Toningבו נפגשנו בעבר כשדיברנו על 

בגישה רגילה נקבע את האינדקס . וכעת עלינו לקבוע את האינדקס במקום זה, (k,j)-עד לפיקסל ה

בבחירה זו אנו מתעלמים .  אשר יהיה הקרוב ביותר לצבע בפיקסל זהPalette -להצביע על הצבע ב

תופעה זו בדיוק . ובכך יכול להיות שאנו מנציחים שגיאה מצטברת, מהבחירה שנעשתה לסביבת הפיקסל

 קו תפר בין בו נוצרנוצר מצב . Palette צבעי 8 בבחירת 12.12היא העומדת מאחורי מראה השמיים בציור 

בה אנו , Error Diffusionגישה הקרויה האלטרנטיבה היא .  קו שאינו שם במציאות–שתי רמות צבע 

 .בוחרים אינדקסים תוך כדי צבירת שגיאה והתייחסות אליה

 

 קבוצת – (k,j) - אנו נתחיל בכך שנגדיר שכנות סיבתית לפיקסל הError-Diffusion -הבשיטת 

נוכל להניח לשם פשטות כי . Ψ - נסמן שכנות זו ב–פיקסלים עבורה כבר נעשתה החלטה לגבי האינדקס 

 בשכנות זו יש pיקסל בכל פ. שכנות זו כוללת את שלושת הפיקסלים מעל ואחד משמאל לפיקסל הנוכחי

, Palette- יש גם את הצבע שנבחר מתוך הpלכל פיקסל . }p}B,G,R מקורית שתסומן  RGBשלשה של 

 :פני שכנות זו נתונה כ-השגיאה הממוצעת על. }p}B̂,Ĝ,R̂-אשר יסומן כ

∑∑∑
Ψ∈Ψ∈Ψ∈

−=∆−=∆−=∆
p

pp
p

pp
p

pp B̂BBĜGGR̂RR. 

. נרצה לבחור את הצבע המתאים לפיקסל זה, }x}B,G,Rה  בעל השלשxבהינתן הפיקסל החדש , כעת

}x}BB,GG,RR-אנו נייחס לפיקסל זה את הצבע הקרוב ביותר ל  . Palette- מתוך צבעי ה−∆−∆−∆

נימצא מפעילים את האלגוריתם הפשוט של בחירת השכן , אם השגיאה היא אפס זהותית, בצורה זו

 . הקרוב מתוך המילון

 

פירוש הדבר שהגוון האדום הכללי בסביבה כהה מהדרוש , השגיאה באדום שליליתלמשל כאשר 

 .החסרת שגיאה זו תיתן ערך יעד חדש בהיר יותר מולו נחפש שכן קרוב ביותר במילון, לכן. ויש להבהירו

ת אלו בתמונו.  בבחירת האינדקסים Error-Diffusion- תמונות בהן נעשתה פעולת ה4 מראה 12.14ציור 

והשיפור ביחס לגישה הרגילה , 12.13כמו רביעיית התמונות התחתונות בציור ,  צבעים8 - ו16, 32, 64יש 

  .ניכר

 

לדרוש כי , למשל, ניתן. וניתן להכלילה בדרכים שונות,  רבת פנים Error Diffusion-שיטת ה

שריים על מנת למנוע קבוצה של צבעים אפ-לכפות רק תת, בבחירת צבע שאינו השכן הקרוב המיידי

בבואן ) 3 -יותר מ(שיטה זו רווחת במדפסות צבע בהן יש מספר מחסניות צבע . קפיצות צבע עצבניות מידי

 ). בהם מנגנון זה מכובה, בניגוד לגרפיקה או טקסט(להדפיס תמונה 
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אם . צבע-בפסאודו מקובל לעיתים קרובות השימוש Indexedבהקשר של תמונות בעלות מבנה 

, עומק מים, טמפרטורה כפונקציה של המקום(נתונה לנו תמונה שאינה מתארת תצלום אלא גודל כלשהו 

אין כל . ניתן ליחס לערכיה צבעים לשם קבלת אפקט ויזואלי חזק יותר, )שדות אלקטרומגנטיים ועוד

אנו ). ה דברים בוויזואליזציהכמו הרב(כלל יותר אומנות מאשר מדע -וזוהי בדרך, חוקיות בדרך הבחירה

 .נסתפק רק באיזכור המושג

 

 

 תמונת צבעושחזור  שיפור 12.5

 

 RGB - יכולים להיעשות על כל אחת משכבות התמונת צבעשל ינון  וספעולות היסטוגרמה
אם רצוננו , לדוגמה. בגישה זו ייתכנו עיוותי צבע מטרידים. ובהרבה מקרים כך זה אמנם מופעל, בנפרד

בממוצעים המחושבים ,  אחיד על התמונה5 על 5ונפעיל מסנן , י החלקה פשוטה" רעש מתמונה עלנקות

גישה אלטרנטיבית מקובלת היא . ימוזגו צבעים ליצירת צבע חדש שאינו בהכרח קיים בתמונה המקורית

 . הפעלת הסינון על תמונה לאחר המרה לייצוג המפריד בהירות ממאפייני צבע

 

נוכל , ישום הבסיסי של הורדת רעש מתמונת צבע תוך כדי שמירה על שפותאם נתייחס לרגע לי

פעולת חציון על ,  באופן בלתי תלויRGB -פעולת סינון ליניארי על שכבות ה – אלטרנטיבות שלושלהציע 

וטשטוש פשוט על , Y -ביצוע חציון על שכבת ה, YIQ -או המרה ל,  באופן בלתי תלויRGB -שכבות ה

ואנו רואים שוב כי הפרדה של בהירות , 12.15 גישות אלה מוצגות בציור תוצאות. Q - והI -שכבות ה

למעלה . Error-Diffusion במספר צבעים משתנה ועם Indexed ייצוג תמונה במבנה – 12.14ציור 
 . צבעים8 –ולמטה מימין , 16 –למטה משמאל , 32 –למעלה מימין , 64 –משמאל 
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והסתפקות , לבהירות) חציון(י הקצאת התהליך המורכב "מצבע משרתת את המטרה של פישוט הפתרון ע

 .בשכבות הצבע) סינון ליניארי(בפתרון פשוט 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

סינון ,  פעולות היסטוגרמה– 5ם מגוון הכלים שהוצגו בפרק באופן דומה נוכל לטפל בתמונות ע 

י שימוש בייצוג נוח המפריד את הבהירות אשר עליה " כל אלה יכולים להיעשות ע–וסינון אדפטיבי 

  ביצוע השחזור על שדה -גם שחזור תמונות מטשטוש ידוע יכול להיעשות בצורה זו. ייעשה עיקר העיבוד

 . שהרי ממילא לא רואים את חדותן, צבע כמות שהןהבהירויות והשארת שכבות ה

 

במסגרת פרק זה רצוננו להתבונן בבעיות מיוחדות הקשורות לשיפורה של תמונה הנובעות  

מגבלות  -אנו נתמקד בשלושה נושאים מסוג זה . וכאלה הדורשות פתרונות חדשים, ממעורבות הצבע

Gamutהקשר בין שכבות ה– צבע ונקציות הסתברות לתמונותפ,  והתייחסות אליהן - RGB ,שחזור ו

 . Demosaicing –דגימה -מתת

 

 של מדפסת Gamut, לפיכך.  פירושו טווח הצבעים הניתנים לשימוש בהתקן פלטGamutהמושג  

 מוגבל ואינו כולל Gamut -לרוב ה.  אותן יכולה המדפסת לייצר RGB -הוא אוסף כל שלשות ה) או מסך(

מה עלינו לעשות לתמונה בטרם , בהינתן תמונה אותה רצוננו להפיק בהדפסה. RGB -את מלוא קוביית ה

אם נתעלם והתמונה אמנם מכילה צבעים מחוץ ? על מנת לקחת בחשבון את מגבלותיה, הפנייתה למדפסת

 זוהי הטלה – התוצאה תהיה קיצוץ של צבעים אלה לצבע הקרוב ביותר אשר ניתן להדפסה, Gamut-ל

י סינון ליניארי בלתי תלוי "ותיקונה ע) למעלה משמאל( תמונת מקור רועשת – 12.15ציור 
, )למטה משמאל ( RGB - חציון בלתי תלוי לשכבותיה בסינון, )למעלה מימין (RGB -בשכבות ה

 .י מסנן ליניארי" עIQ -י חציון ו" מסונן עY בו YIQוסינון בייצוג 
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ובעיקר אם התמונה לא כוללת , במקרים רבים זה מספיק. Gamut-מונה על טווח הפשוטה של צבעי הת

 . Gamut-פיקסלים רבים עם גוונים מחוץ ל

 

 Gamut -אם באזור שמרביתו מחוץ ל .פעולת קיצוץ זו מעלימה פרטים חשובים, במקרים אחרים 

קבות פעולת ההטלה מרבית שפות אלה תימחקנה לחלוטין בע, ישנן שפות המתארות פרטים חשובים

 .12.16 לתופעה זו נתונה בציור דוגמה סינטטית. הפשוטה

 

 

 

נסמן . ישפוך הדבר אור על דרך פתרון אפשרית, אם ננסח את תהליך ההטלה כפעולת מינימיזציה

ולת ההטלה פע, לכן. Θ יתואר כקבוצה Gamut -ה. X -ואת תמונת היעד כ, Y -את תמונת המקור כ

כך ) מחושב פיקסל מול פיקסל( הקרובה אליה ביותר Xעלינו למצוא את , Yפירושה שבהינתן התמונה 

 , בניסוח מתמטי. Θ כולה בתוך הקבוצה X שהתמונה 

Θ∈−= XtoSubjectYXArgMinX 2

2
X

Opt. 

 . הפתרון פשוט למדי ופועל על כל פיקסל באופן בלתי תלוי בשכניו, וכאמור

 

. ח להתערב בתוצאת הקביעה של הפיקסל הנוכחיושיפור של תהליך זה יבוא אם ניתן לשכנים כ

 בין RGB אשר תראה לא רק הפרשי רמות Y - לXי מידת מרחק בין התמונות "זאת נוכל להשיג ע

 נוכל להציע ביטוי מהצורה. ההפרשים בנגזרותאלא גם את ,  בשתי התמונותהפיקסלים

( ) Θ∈−λ+−= XtoSubjectYXYXArgMinX 2

2

2

2
X

Opt D. 

, )שבכמה כיווניםאף ויתכן , כל אחת בנפרד ( RGB -הגורם החדש מחשב נגזרות מרחביות על שכבות ה

אם יש שפה , לכן. בין נגזרותיהן המרחביות תהיה גם Y - לXוהדרישה היא שהקירבה שתהיה בין 

שהרקע  המשמעות היא 12.15 עבור הדוגמה שבציור .מן הראוי שתהיה שפה גם באחרת, בתמונה אחת

 12.17 ציור . המוגבלGamut -על מנת לאפשר קפיצה שתיראה במסגרת ה, ישנה את ערכו קרוב לשפות

ותוצאת , אך כל צבעי הפרטים לא Gamut-בצבע הרקע בה ה  תמונ– 12.16ציור 
 .הפקתה תוך התעלמות מהבעיה
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 אחת בתמונה שבציור שורה, למשל(פונקציה חד מימדית ממחיש גרפית את השפעת השימוש בנגזרות על 

  .עם התוצאה הצפויהמעשית דוגמה  מראה 12.19ציור . )12.16

 

 

 

 

 

 

 

, י איטרציות השיפוע המירבי"הפתרון הנומרי של בעיית האופטימיזציה שניתנה יכול היעשות ע

 לכן. תוך כדי הטלה על מרחב האילוצים

( )[ ]{ }YX̂YX̂X̂ojPrX̂ k
T

kk1k −λ+−µ−= Θ+ DD 

  –תחום מותר 
 Gamut-בתוך ה

  אדום–אות המקור 
  שחור –אות התוצאה 

מימדית הפולשת מהתחום המותר -פונקציה חד – 12.17ציור 
 . המוצעGamut -י תהליך תיקון ה"ועיוותה ע

י הטלה "ה ישירה ועי הטל" עGamutוהפקתה תחת מגבלות , )שמאל( תמונת מקור – 12.18ציור 
 .חסות נאותה לנגזרותיתוך התי
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 Gamut - חישוב הצבע הקרוב ביותר מתוך ה–פעולת ההטלה היא אותה פעולה שעשינו קודם , במהותה

ישנן כמובן . השוני הוא במעורבותן של נגזרות מרחביות בעדכון הפתרון.  פיקסל בנפרדכשזה נעשה לכל

,  יוצר קבוצה קמורהGamut-אם ה. אך אנו לא ניכנס לנושא זה, דרכים להאיץ התכנסות התהליך

 .אלגוריתם זה מובטח להתכנס

 

זהו . חשבון צבעאנו עוברים כעת לנושא של פונקציות הסתברות לתמונות כשהפעם נרצה לקחת ב 

עבור תמונות .  ראשוני בלבדלרבות מה שיוצג כאן, והידע המצוי בידנו כיום, נושא הנמצא עדיין בחיתוליו

  מהצורהGibbsלבן כבר ניסחנו פונקציית הסתברות זו כפילוג \שחור

( ) { }{ }XexpCXP 2 Dρα−⋅= 

 -ו,  הוא פרמטר שקובע את מידת פיזור ההסתברותα,  נועד לנרמול פונקציה זוCכאשר ) 6ראה פרק (

( )xρאנו רוצים . על מנת להרשות שפות בתמונה,  היא פונקציה רובסטית כגון פונקצית הערך המוחלט

 להכליל פונקציה זו לתמונת צבע וההשערה הראשונה שבאה בחשבון היא המבנה

 

( ) { } { } { }[ ]{ }
{ }{ } { }{ } { }{ }B

2
G

2
R

2
BGR

2

XexpXexpXexpC
XXXexpCXP

DDD
DDD

ρα−⋅ρα−⋅ρα−⋅=

=ρ+ρ+ρα−⋅=
 

 

הוא הפגם בבחירה זו .  כל אחת לגופה חלקה למקוטעיןRGB -בחירה זו הצענו כי שכבות הב, כלומר

 ושמהעובדה שההסתברות נכתבת כמכפלה של של, למעשה. שאנו לא מציעים קשר בין השכבות השונות

 בלתי תלויות זו RGB -האמנם שכבות ה. תלות-פונקציות הסתברות לכל שכבה נובע כי אנו מניחים אי

  ?בזו

 

בחינה של סוגיה זו מגלה כי ישנו קשר הדוק הקובע כי מיקומן של שפות וכיווניהן צריך להתאים 

 אחת הדרכים הפשוטות היא הרישום. ישנן דרכים מגוונות לנסח זאת מתמטית. RGB -בין שכבות ה

( ) { } { } { }[ ]{ }
( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]{ }RBBGGR

2
BGR

2

XXXXXXexp
XXXexpCXP

−η+−η+−ηβ−⋅

⋅ρ+ρ+ρα−⋅=

DDD
DDD

 

 

והמרכיב השני , דהמרכיב הראשון דורש כמקודם את החלקות למקוטעין של כל שכבה בנפר

וגם היא ,  מתמחרת את שינויי השפות בין השכבותηהפונקציה . דורש התאמת שפות בין צמדי שכבות

 גם –דרך אחרת להסתכל על הביטוי השני היא הדרך הבאה . יכולה להיבחר כפונקציה רובסטית כלשהי

ברור כי אם . ל האפשרתמונת ההפרש בין שתי שכבות צריכה להיות חלקה למקוטעין ועם מעט שפות ככ

ניתן להמשיך ולשפר פונקציה זו לקחת . כפי שאנו רוצים, השפות תתלכדנה נקבל כי אנרגיה זו תוקטן

בחשבון כי עוצמת הנגזרת בשפה אינה זהה בין השכבות ולכן יידרש גורם תיקון שיהפוך לחלק 

 .מהנעלמים

 

 לפתרון בעיות היפוך בהן הנעלם אנו חמושים, בהינתן פונקציית הסתברות מוצלחת לתמונת צבע 

ובכך לעקוף , רעשטשטוש ו לשם שחזור תמונה מ MAPמבוססינון סנוכל בדרך זו לפתח . היא תמונת צבע

 .  בטרם השחזורYIQ -את ההצעה האמפירית להמיר התמונה ל



  מבוא לתורת הצבע– 12 פרק

 - 281 -

 

. Demosaicing -בעיית הל היא " מהצורה הנPriorבעיית שחזור מעניינת המחייבת פונקציית 

מות דיגיטליות המצלמות תמונות צבע צריכות בפועל שלושה מערכים שווי גודל אשר יחושו את מצל

את " לראות"הרי ששלושת מערכי גלאים אלה צריכים , אם לא די בכך.  בנפרד B- והG-ה, R -שכבות ה

 תתייחס למקום זהה באובייקט RGB שכל שלשת פיקסלים מתואמת – היעד עם תיאום גיאומטרי מלא

 . י הכנסת האור למצלמה ופיצולו בפריזמה לשלושת הגלאים"אפשרי עזה דבר . ולםהמצ

 

 והן נחשבות למצלמות מיקצועיות יותר כל הגישה הזו יקרה למדי אך יש מצלמות שפועלות כך

האלטרנטיבה היא שימוש במערך גלאים אחד שבו חלק מהגלאים רואים . והן כמובן גם יקרות יותר

י יציקת מסיכה קטנה על פני כל גלאי לבחירת הצבע "כשהבחירה נעשית ע, ק כחולחלק אדום וחל, ירוק

 . 12.19 אשר נראה כבציור Bayer Pattern -אחת הדרכים ליצור מוזאיקה זו היא ה. המתאים

 

 

 

צבע דגימה של תמונת ה-שפירוש תת(בהינתן מוזאיקת הערכים : בעיית השחזור אם כך היא

שיטות לשחזור התמונה המלאה קרויות אלגוריתמי . שחזר את הערכים החסרים, )RGB –המלאה 

Demosaicing ,מצלמה דיגיטלית ביתית כיום כוללת בתוכה כליש לזכור כי . וכאלה קיימים רבים 

   .פי האלגוריתם שיושם-ולא פעם איכות התמונה במצלמה נקבע על,  ייחודיDemosaicingתהליך 

 

האדומים מהאדומים , תן להציע גישה פשטנית שמבצעת שחזור של הירוקים מהירוקיםני

י שיטות אינטרפולציה שלוקחות ערכים ידועים "שחזור זה יכול להיעשות ע. והכחולים מהכחולים

גישה זו . ומתוך קירוב זה קובעים את הערך החסר, מימדי מסדר כלשהו-מקרבים פולינום דו, בסביבה

 דבר היוצר –תיאום של מיקום השפה בשכבות הצבע -בשל אי, צאה גרועה בסביבת שפותתיתן לרוב תו

 . הד מטריד

 

 . במוזאיקת גלאיםBayer תבנית – 12.19ציור 
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 אשר תעשה שימוש בפונקציית ההסתברות שהוצעה קודם  MAPשיטה מבוססת על שחזור 

 :תציע את בעיית המינימיזציה הבאה

{ } { } { }[ ]
( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]


















−η+−η+−ηβ+

+ρ+ρ+ρα+

+−+−+−

RBBGGR
2

BGR
2

2

2BBB
2

2GGG
2

2RRR

X,X,X
XXXXXX

XXX

YXYXYX

Min
BGR DDD

DDD

SSS

. 

 GYובאופן דומה אנו מגדירים את ,  ניתן למדידות בפיקסלים בהם יש ערך אדוםRYהסימון , בביטוי זה

המקבל תמונת אדום מלאה ובוחר ממנה את הערכים שקיימים  הוא האופרטור SRהאופרטור . BY -ו

BGR  -גזירת ביטוי זה ביחס ל. במוזאיקה X,X,Xנת נות 

( ) { } ( ){ } ( ){ }[ ]

( ) { } ( ){ } ( ){ }[ ]

( ) { } ( ){ } ( ){ }[ ]GBRB
T2

B
T2

BBB
T
B

B

BGRG
T2

G
T2

GGG
T
G

G

BRGR
T2

R
T2

RRR
T
R

R

XX'XX'X'YX
X
f

XX'XX'X'YX
X
f

XX'XX'X'YX
X
f

−η+−ηβ+ρα+−=
∂
∂

−η+−ηβ+ρα+−=
∂
∂

−η+−ηβ+ρα+−=
∂
∂

DDDDDSS

DDDDDSS

DDDDDSS

 

אם .  שיתכנס למינימום של הפונקציה שתוארה SDובתהליך איטרטיבי ניתן להפעיל עדכון מבוסס 

כי אין כל צורך בייצוג וקטורי מטריצי ובניסוח , בדומה לשחזור תמונות, נתבונן בביטויי הגזירה נגלה

 :י הבניין הנחוצים פשוטים למדינאב. אופרטורים כמטריצות

BR כגון ביצוע –החסרת תמונות  .א XX ) או − )RRR YX −S. פעולה זו תיעשה כהחסרה פיקסל 

 .מימדי-מפיקסל כששתי התמונות שמורות כמערך דו

פעולה זו תיעשה כקונבולוציה על . DT או D - ההכפלה ב–הפעלת אופרטור גזירה כלפלסיאן  .ב

 .צוות כגון המשכה מחזורית או תמונת מראהעם הכנסת שיקולי ק, התמונה

) כגון –הפעלת פונקציה סקלארית על פיקסלים בתמונה  .ג ){ }BR XX' −η D או { }RX' Dρ .

)עבור הבחירה , למשל.  על כל פיקסל LUTפעולת פעולות אלו אינן אלא  ) xx =ρ , הפעולה

 . 1+ ואם חיובי 1-, אם ערך הפיקסל שלילי.  דהיינו פעולת סימן– זו הנדרשת היא נגזרת פונקציה

.  פירושה בחירת הפיקסלים שישנם במוזאיקה והתעלמות מאחרים SR  הפעלת האופרטור .ד

 .הפעולה המשוחלפת פירושה הכנסת אפסים לערכים החסרים
 

למוצלחות שבהן המשותף . Demosaic -קיימות כאמור גישות שונות ומגוונות לבניית תמונת ה

 מוצגות שתי תוצאות של תהליך 12.20בציור . הוא ניסוח נאות של הקשר בין שכבות הצבע

Demosaicingמראים למערכת מספר דוגמאות של תמונת מוזאיקה , כלומר (1 מבוסס למידה חישובית

). הוהמערכת לומדת על הקשר בין שכבות הצבע מתוך דוגמאות אל, והתמונה שהיתה צריכה להתקבל

 . התוצאות מתייחסות לטיפול בכל שכבה בנפרד וטיפול משולב שבו רואים הרבה פחות פגעי צבע

 

 
                                                           

 .אר מאוניברסיטת חיפה-חגית הל' תוצאות אלו נוצרו בעבודת המחקר של דר 1
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  דחיסת תמונות צבע6.12

 

הוקי של -מוצע הפתרון האד, כשהדבר נוגע לתמונת צבע, כמו בכל סוגיה אחרת בעיבוד תמונות 

 בן אנו זורקים YIQזיק תמונת צבע בייצוג כבר ראינו כי ניתן להח. הפרדת הבהירות ממאפייני הצבע

הגישה מכאן יכולה .  ללא נזק ניכרQ- והI - בכל ציר בשכבות ה2:1י דילול ביחס " מסך המידע ע50%

כגון גישת חיזוי או , י דחיסת כל אחת מהשכבות בנפרד בכל אחת מהגישות שנדונו קודם"להמשיך ע

רה זו אנו מנצלים במידה מסויימת את הקשר בין בצו. כשהם מלווים בקוונטיזציה מתאימה, התמרה

כמו שמתוארות בציור , אם נסתכל על התמונות הללו, עם זאת. Q - ו Iי ההמרה והדילול של "השכבות ע

 .ודחיסתן בנפרד מבזבזת יתרות זו, גם אם חלש, ברור כי עדיין קיים קשר ביניהן, 12.21

 

כשהתחלנו את . קשר בין השכבות בצורה ישירהנוכל גם להציע אלגוריתמי דחיסה שרואים את ה 

שאינה אלא קוונטיזציה סקלרית ישירה על רמות  PCM -הדיון בדחיסת תמונה הזכרנו את שיטת ה

 למספר מצומצם של רמות ייצוג RGB -נציע קוונטיזציה וקטורית על שלשות ה, בהכללה טבעית. האפור

ו ממילא לשם ייצוג נוח במסגרת הדיון בתמונות  זהו בדיוק התהליך שעשינ–ובכך לדחוס את התמונה 

Indexed . אם נתייחס למשפחת התמונות הסינטטיות כגון ציורים–מסתבר כי ניתן אף לעשות יותר  ,

 -דבר זה יביא לדחיסות גבוהה גם בשל היות ה. הרי שמקבץ הצבעים שיידרש יהיה קטן, ועוד, גרפיקה

Paletteבית קטן יותר-בשל היות סט האינדקסים בעל אלף) וכנראה בעיקר(וגם ,  קטן יותר. 

 

. יתקבל כי אלה יוצרים תמונה חלקה למקוטעין, בהינתן סט האינדקסים עבור תמונה סינטטית 

. ופירוש הדבר פוטנציאל דחיסה נוסף, יהיו אזורים רבים בהם  האינדקס לא משתנה בין שכנים, כלומר

 יכולים Lempel-Zivוריאציות שונות של אלגוריתם  או Run-Length-Encodingשימוש בכלים כמו 

 גישה המטפלת בשכבות – Demosaicing תוצאת – 12.20ציור 
'  באדיבות דר–) משמאל(וגישה המערבת שכבות ) מימין(בנפרד 

 .אור-חגית הל
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 PNG - והGIF -וזוהי בדיוק הגישה המובילה לפורמטי ה, לשמש לשם דחיסה ללא עיוות של האינדקסים

למעשה שני פורמטים אלה רווחים למדי באינטרנט בשל פשטותם . Icons-שמשמשות לתמונות גרפיקה ול

 .ויעילותם

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

קוונטיזציה  (PCMהרי שקבענו כי דחיסת , 8נמשיך עם אותו קו מחשבה שננקט בפרק אם  

 דבר שהוביל אותנו לגישות –אינה מוצלחת כמו דחיסת ההפרשים הסמוכים ) ישירות לערכי התמונה

.  בפיקסל על פי השכנים בדרך כלשהיRGB - בה נחזה את שלשת ה DPCMנוכל להציע סכימת . חיזוי

נשתמש בשכנים הסיבתיים לבנות חיזוי של , ם סיבתי בסריקה בדר כלשהו של הפיקסליםנגדיר סט שכני

את אות השגיאה נוכל . ונחסיר החיזוי מהערכים האמיתיים שישנם בפיקסל, RGB -שלושת ערכי ה

מעניין לציין שאפילו . י בניית סט גדול של הפרשי חיזוי צפויים"להזין לקוונטיזר וקטורי שאותו נתכנן ע

דבר שמוביל לשגיאות חיזוי סקלריות שניתנות לחישוב בנפרד ( החיזוי של כל שכבה ייעשה בנפרד אם

זאת . מימדי עדיף על פני קוונטיזציה סקלרית-עדין קידוד וקטורי תלת, ) נפרדות DPCMכשלוש סכמות 

בצורה מרצפים את המרחב , ומעבר לכך, כיוון שבקוונטיזציה סקלרית אנו מנצלים קשר בין השכבות

 .יעילה יותר

 

 

 

רואים ). למטה (Q -ו) למעלה מימין (I, )למעלה משמאל (Y -שכבות התמונה ב – 12.21ציור 
 . זוהי יתרות שאותה ניתן לנצל בדחיסה משולבת–כי יש קשר ביניהן 
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. בפרק זה נוסיף דיון במספר נושאים מגוונים שמעשירים את הדיון שניתן בפרקים קודמים 

או תרומה מעשית חשובה \בחירת הנושאים הנוספים נעשתה תוך חיפוש של סוגיות בעלות יופי תיאורטי ו

 . ייעשה לבסוףךוכנראה שכ, יס נושאים אלו לפרקים המתאימיםמלכתחילה הכוונה הייתה להכנ. לתחום
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  הרחבות לקוונטיזר אופטימלי–' נספח א

 
ראינו כי ניתן לתכנן קוונטיזר .  למדנו על תהליך הקוונטיזציה ועל דרכים ליעלו4בפרק  

י וריאציות של קוונטיזר במסגרת נספח זה נדון בשת. אופטימלי להבאת השגיאה הריבועית למינימום

. בחלק הראשון ננסה לפשט את תהליך תכנון הקוונטיזר למקרים בהם פישוט כזה אפשרי. אופטימלי זה

קירוב מפשט כזה אפשרי ואז תכנון , אנו נראה כי כאשר מספר המדרגות בפונקצית הקוונטיזציה גדול דיו

בהחלפת קריטריון האופטימליות חלק שני בנספח זה יידון . הקוונטיזר היא משימה קלה יותר

אנו נראה כי שילוב של קוונטיזר שלאחריו קידוד אנטרופיה יוצר פתרונות . למינימיזציה של האנטרופיה

 .שונים בתכלית

 

 

  Lloyd-Maxקוונטיזר . 1

 

מימדי כיוון שבכל -נניח כי הוא חד(נתון לנו אות . Max-Lloydזכור מהיר של קוונטיזר נתחיל בא

בעקרון ישנן שתי גישות לאפיין . x[n]) חס למקרה של הקוונטיזציה הסקלריתיבא כאן נתיהדיון שיו

=∞כלומר ( נתון לנו עם אינסוף דגימות x[n]תאמר כי , דטרמיניסטית,  האחת–מקור זה  ,,2,1,0n K( ,

. xתו של הערך  והיא תיתן לנו את שכיחוp(x) אשר תסומן x[n]אנו נוכל לייצר היסטוגרמה של ערכי ו

 – p(x) מפולגים לפי הפילוג הסקלרי fגישה סטוכסטית המובילה לאותו מקום היא האמירה שערכי 

 . x להגשמת ערכי סתברותה היא פונקצית הpכלומר 

 

 Qהפונקציה . A.1הקוונטיזר אותו אנו עומדים לתכנן הינו פונקציית מדרגות כמתואר בציור 

} השווים xמבצעת קפיצה בערכי  }N
0kkr ]וערכה באינטרוול , )אלו הם רמות ההחלטה (= ]k1k r,r  kf הוא −

 Nr=∞+ - ו0r=∞−ולכן ,  אנו נניח כי ערכי הפונקציה מקבלים כל ערך ממשי).אלו הם רמות הייצוג(

 .קבועים וידועים מראש

 

 Q{x} ובין הקוונטיזציה שלו xבתפיסה הדטרמיניסטית נגדיר את השגיאה הממוצעת בין האות 

 י "ע

{ }( )∑
=

∞→
−=

N

1n

2

N
]n[xQ]n[x

N
1limE 

ניתן לשנות את דרך הסכימה , נטיזציה וזו סקלרית וחסרת זכרוןו היא פונקצית הקוQכיוון שהפונקציה 

 המבנה החדש יהיה.  xבסכימה על פני הערכים האפשריים של 

{ }( ) { }( )∫∑
∞

∞−=
∞→

−=−= dxxQx)x(p]n[xQ]n[x
L
1limE 2

L

1n

2

L
. 
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ולכן במקום לסכום על ציר , )לאחר נירמול( פעמים p(x) מופיע x כי כל ערך של קבענובשינוי זה 

כיוון , עם שינוי זה קיבלנו כי ייצוג הבעיה חזר למבנה הסטוכסטי. xהזמן אנו סוכמים על ציר ערכי 

 י"שה סטוכסטית נתון עשהשגיאה הממוצעת לפי גי

{ }( ){ } { }( )∫
∞

∞−

−=−= dxxQx)x(pxQxEE 22
. 

 . וזהו כמובן אותו ביטוי בדיוק

 

} השווים x היא פונקצית מדרגות המבצעת קפיצה בערכי Qכיוון שהפונקציה  }N
0kkr וערכה , =

]באינטרוול  ]k1k r,r  ל לנתחים ולקבל"האינטגרל הנאת  פרקנוכל ל, kfקבוע ושווה  −

{ }( ) ( )∑ ∫∫
=

∞

∞− −

−=−=
N

1k

r

r

2
k

2
k

1k

dxfx)x(pdxxQx)x(pE. 

}מטרתנו היא מציאת  }N
0kkr } - ו= }N

1kkf  fkגזירת השגיאה לפי הנעלם .  שיביאו שגיאה זו למינימום=

 מניבה

f1

f2

f3

f4

f5

r1 r2

r3

r4 r5 r0

 . פעולת הקוונטיזציה– Q(x) תיאור גרפי של הפונקציה – A.1ציור 
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}בידיעת הסידרה , כלומר }N
0kkr באופן . צוג יימצאו כמרכזי כובד של האינטרוולים הקבועיםרמות היי, =

  נותנתrkגזירה לפי , דומה
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}הפעם קיבלנו תוצאה דואלית לפיה בידיעת , כלומר }N
1kkf } נוכל לקבוע את = }N

0kkr  כערכי האמצע שבין =

  .רמות הייצוג

 

בו מתחילים בניחוש , פתרון איטרטיביהוצע , משוואות הכוללת סתומהבשל היות מערכת ה

ומעדכנים את רמות הייצוג לפי המשוואות , ) זה לא משנה–או רמות הייצוג (מוצלח של רמות ההחלטה 

 . וחוזר חלילה, עם הערכים המעודכנים חוזרים ומשנים את רמות ההחלטה. ל"הנ

 

 

 pandingComי " עLoyd-Maxקירוב קוונטיזר . 2

 

ת ההינעלות על מינימה י היא בעי Max-Lloydאחת הבעיות המרכזיות בתכנון קוונטיזר  

שימוש בשיטות החלקה לו, ל יש קשר הדוק לבחירת האיתחול"לחת התהליך האיטרטיבי הנצלה. לוקלית

ל " הנמסתבר שעבור קוונטיזרים בהם מספר המדרגות גדול דיו ניתן להשיג פתרון מקורב לבעיה. שונות

 בשל סיבה אותה Compandingגישה זו אותה נציג מיד ידועה בשם . ממינימות לוקליותתוך הימנעות 

ההנחה היסודית אותה נבקש לקיים היא שגודל המדרגות כה קטן ביחס לשינויים . המשךנזכיר ב

 בפונקציית הפילוג שנוכל לקבוע כי בקירוב טוב 
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]וול באינטר, כלומר ]k1k r,r   - אנו מבקשים להניח כי פונקצית הפילוג בקירוב טוב קבועה ושווה לפיכך ל−

)r(p k - נוכל במידה דומה להניח כי פונקצית הפילוג תתייחס  ( אינטרוול זהבקצה ערך פונקציה זו
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rr[5.0(p([דהיינו , לנקודת המצע של האינטרוול 1kk תחת הנחה זו נקבל כי ). ודבר זה נוח יותר, +−

 :השגיאה נתונה כ
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   תיתןkfלפי  גזירה של ביטוי זה 
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 מתקבלת כאמצע הייצוגזו לא תוצאה זהה לתוצאה אותה ראינו קודם כיוון שהפעם נקבע שרמת 

]האינטרוול  ]k1k r,r ,  אנו נראה כי למרות צרה זו!דבר מעורר תהיה אם נחשוב על קצוות הגרף (−

  נוכל להציב ביטוי זה חזרה לשגיאה ולקבל כי).הביטויים אליהם נגיע לא סובלים מבעיה
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ט בגישה ישירה ולנק במקום .כפונקציה של רמות ההחלטהוכעת עלינו להביא למינימום ביטוי זה 

 נסמן את הגודל . נציע החלפת הנעלמים, למינימיזציה

( )1kk
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 ואז השגיאה שאותה יש להביא למינימום היא
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 : אלא שישנו אילוץ שערכים אלו חייבים לקיים? שיביאו שגיאה זו לאפסkµנשאל מהם המספרים 
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נפתור את , לכן.  ניתן לקביעה מראש והוא תלוי רק בחוק הפילוגKהגודל ,  ידועp(x)כיוון שחוק הפילוג 

 בעיית האופטימיזציה
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 ונקבל' י כופלי לגרנז"ע
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 הוא jµ-כיוון שה.  להיות שוויםjµ-על כל ההתוצאה מעניינת מאוד וקובעת כי להשגת אופטימום 

]באינטרוול בחזקת שליש בקירוב טוב השטח מתחת פונקצית ההסתברות  ]k1k r,r פירוש הדבר הוא , −
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ה יגדירו את מיקום רמות ואל,  נתחים שווי שטחN- ולחלקה לx(p(3/1שיש לקחת את הפונקציה 

 1rונקבע את , 0r=∞−נתחיל עם  - ת נמצא את רמות ההחלטהבצורה סידרתי .ההחלטה האופטימליות

משם נחפש את ). Kהלא הוא ( משטחה הכולל N/1 - שטח השווה לp)x(3/1כנקודה בה צברה הפונקציה 

2r1 - בצורה דומה וחוזר כך עד לNr  י"השגיאה הנובעת מקוונטיזר זה נתונה ע. Nr=∞+כשברור כי , −

 

J2
3

2

33N

1k

3
k 2

12
K

N12
KN

N
K

12
1

12
1E −

=

==⋅





=µ= ∑. 

 

 הוא נותן הערכה לשגיאת הקוונטיזציה הממוצעת כפונקציה של – בו שימוש תכוף עשהשוב ונחביטוי זה 

J2N סיביות יש J-ל(וכפונקציה של מספר הסיביות המוקצות לייצוג ) K -חבוי ב(פונקצית ההתפלגות  = 

 .4מביטוי זה נובע כי כל הוספת סיבית מקטינה את השגיאה הריבועית בפקטור ). רמות

 

 -בשנות ה. מכיוון שישנה גישה אחרת שמובילה לאותה תוצאה בדיוק? Compandingאז למה  

 האם ניתן יהיה להחליף את הקוונטיזר –הבאה בהם שיקולי חומרה היו מהותיים נשאלה השאלה ' 60

בו האות , A.2בתהליך שקול כמתואר בציור ) שסביר כי יהיה בעל רוחב מדרגות משתנה(האופטימלי 

 ?  הפוךולבסוף עיוות, אחריו קוונטיזר אחיד, )LUTפעולת (כרון יהכניסה עובר עיוות חסר ז

 

 

 

לפיה ניתן בהחלט להתקרב לביצועי קוונטיזר , על סמך הניתוח שהוצע לעיל למעשה קיבלנו את התשובה

Max-Lloydי הפונקציה "וזאת נשיג ע,  עבור קוונטיזציה צפופה מספיק 

∫

∫
∞

∞−

∞−==
dz)z(p

dz)z(p
)x(fw

3/1

x
3/1

. 

הקיים על פני כל !)  אין יותר ראיה דטרמיניסטית–רנו נשב (xפונקציה זו ממירה את המשתנה האקראי 

 הוא בדיוק wקוונטיזציה אחידה על פני . [0,1] הקיים באינטרוול wים במשתנה חדש יציר הממש

 ).  להיות שוויםjµ-בשל הדרישה שעל כל ה( שקיבלנו קודם Max-Lloydהמירשם לקירוב קוונטיזר 

 

f(x) 
Compander 

Uniform 
Quantizer 

f-1(x) 
Expander 

x[n] 

 .Compandingי " קוונטיזציה אופטימלית ע– A.2ציור 
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כל תכליתו היא לשנות את רמות הייצוג שייקבעו , )Expanderקראנו לו (וזר באשר לעיוות הח 

קל לטעות , דרך אגב . ולכן העיוות לאחורx לערכים שמשקפים את ערכי [0,1]כפזורים אחיד בתחום 

וכפי ,  לבעל פילוג אחידx צריך להיות זה שימיר את המשתנה האקראי fולחשוב כי העיוות הנחוץ  

 !כך כללשרואים אין זה 

 

היא  f(x)במקרה זה פונקצית העיוות המוצעת .  [0,1] בעל פילוג אחיד בתחום x נניח כי – A.1דוגמה 

שהיא גם , לכן פילוג אחיד יקבל בשיטה זו קוונטיזציה אחידה. w=x, דהיינו, פונקציית היחידה

 .האופטימלית

 

  בעל פילוג מהצורהx נניח כי – A.2דוגמה 
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נושא  לעחזרה  (2x לבעל פילוג אחיד היתה נדרשת פונקציית העיוות xלו רצינו להפוך את , לעומת זאת

ה שתי אל, כפי שאנו רואים). וכל לרענן את זיכרונכם בדרך לקבלת תוצאה זותיישור היסטוגרמות 

 .פונקציות שונות בתכלית

 

 

 R-Dקוונטיזר אופטימלי במונחי . 3

 

}בעל חוק פילוג גאוסי ) אין תלות בין דגימותיו( לבן xנניח כי נתון לנו משתנה אקראי   }σ,0N 

נה תורת האינפורמציה מלמדת אותנו כי פונקצית קצב העיוות עבור משתנה זה נתו. ואותו רצוננו לקודד

 י"ע

R22
2

2 2)R(D
D

log
2
1)D(R −⋅σ=⇔







 σ
= 

בדרך כלל  קצב העיוות פונקצית חישוב –חשוב להבהיר .   הוא השגיאה הריבועית הממוצעת D-כש

פונקציה זו מייצגת את הקידוד , כזכור. פי רוב לא ניתן להגיע לביטוי סגור כבמקרה זה-מורכב למדי ועל

 . (Shannon)חסם שנון גם וביטוי זה קרוי , הטוב ביותר האפשרי למשתנה זה

 

כיוון .  כלשהיציהקוונטיז הפעלת – באמצעים מעשיים xנוכל כמובן לגשת לעניין קידוד המשתנה  

 ולכן נפעיל x המשתנה ייצוגטבעי שננסה לסחוט הרבה ככל האפשר ב, שאנו חושבים במונחים של דחיסה

, יצוג כשלכל אחת סבירות הופעהניקח את סט רמות הי, כלומר.  הקוונטיזרקידוד אנטרופיה על מוצא

, כזכור, בפועל. ונחשב את האנטרופיה הסקלרית מתוך הנחה שבידנו אלגוריתם שמשיג אנטרופיה זו

קוונטיזר ראשון אותו נפעיל הוא .  מתקרב כדי סיבית אחת אנטרופיהHuffmanמקודד אנטרופיה כגון 

על התוצאה נחשב . תמינימאלי ריבועית כשנשנה את גודל המדרגה עד לקבלת שגיאה, האחידהקוונטיזר 

נוכל לחזור עת התהליך . עיוות מעשי-של קצבש  ונקבל עקום חד)כנגד כל מספר של מדרגות(אנטרופיה 

 חלש Max-Lloyd קוונטיזר –וכאן נקבל תופעה מוזרה , Max-Lloydכשהפעם הקוונטיזר הוא קוונטיזר 
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איך זה  -אלה המרכזית בה נרצה להתמקד היא הש .A.3 תוצאות אלו מוצגות בציור !מהאחידיותר 

 ? ייתכן

 

 

 

כאשר פונקצית .  ישנו כוח המתנגד לקידוד אנטרופיהMax-Lloydביישומו של קוונטיזר , ובכן 

בעוד ,  כדי להקטין את שגיאת הייצוג לצופף מדרגותMax-Lloydהפילוג גבוהה יבחר בצדק הקוונטיזר 

משמעות תוצאה זו היא שסבירות הופעתן של רמות הייצוג . שבאזורים נמוכים המדרגות תרווחנה

, בניגוד לזאת. וזה אומר שקידוד אנטרופיה יהיה חסר תרומה,  יהיה קרוב לאחידMax-Lloydבקוונטיזר 

 לביצועים טובים בכך יפתח פתח, תן שוני משמעותי בין סבירות רמות הייצוג השונותיקוונטיזר אחיד י

 .האנטרופיהלקידוד 

 

 בהנחה כי מבוצע R(D) מהו הקוונטיזר הטוב ביותר במונחי –כל זה מוביל לשאלה הבסיסית 

אך זה אינו , R-Dמסתבר כי ניתן לתכנן קוונטיזר אופטימלי במונחי ? קידוד אנטרופיה על רמות הייצוג

 יתרה . רחוקה כלל מהקוונטיזר האופטימלי אינהאחידקוונטיזר בחירת , עבור המקרה הגאוסי. פשוט

 כיוון שלצורך השגת החסם נחוץ קידוד וקטורי ןלא ניתן להשיג קוונטיזר סקלרי שיגיע לחסם שנו, מזה

 שעסקו בבעיה זו וסיפקו דרכים לתכנן את 70-קיימות עבודות מתחילת שנות ה!). על אף שהאות לבן(

 . דיון בנושא זה בשלב זהאך אנו נעצור את ה, יהאופטימאלהקוונטיזר 
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40
R(D) 

 עם Max-Lloydקוונטיזר 
 קידוד אנטרופיה

 אחיד עם       קוונטיזר
 קידוד אנטרופיה

אתם והשוו, ביצועי הקוונטיזרים השונים כשלאחריהם קידוד אנטרופיה – A.3ציור 
 .לביצועי פונקציית קצב העיוות האופטימלית
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R22נשים לב כי חסם שנון מציע את הביטוי  :1 הערה 2)R(D −⋅σ=ור קוונטיזר  ומתוצאה שקיבלנו עב

12/2KD קיבלנו  Compandingמבוסס  R23 כשלא נלקח בחשבון קידוד אנטרופיה על מוצא , =−

דבר שמעיד כי שתי , 4 -שתי העקומות שווה ליוצא שפקטור השיפור בהוספת סיבית ב. הקוונטיזר

 . עקומות אלו בעלות שיפוע זהה
 

 ממש כשם שיש מקום לשלב מקודד אנטרופיה במוצא קוונטיזר סקלרי ולתכנן את הצמד :2הערה 

לא יעלה על . יש אפשרות לדבר באופן דומה על קידוד וקטורי, R-Dלקבלת ביצועים מיטביים במונחי 

תן את הביצועים הטובים ביותר מכיוון שבדומה לקוונטיזר י יK-Means -ריתם ההדעת ששימוש באלגו

Max-Lloyd יעילאנטרופיה החלוקה שהוא מציע פועלת נגד קידוד  . 
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  כהתמרה אופטימלית והרחבותיה KLT התמרת –' נספח ב

 

נת והצגנו שני מובנים לפיה נבח,  כהתמרה אופטימליתKLT - הצגנו את התמרת ה7בפרק  

מעניינות הרחבות ו, יתוח האופטימליות של התמרה זובנספח זה נציג בפירוט את נ. אופטימליות זו

 . הנובעות מכך

 

 KL -אופטימליות התמרת ה. 1

 

נניח כי . להבנהיותר  אנו נציע דרך סידרתית קלה – KLT -יש מגוון דרכים לבנות את התמרת ה 

}נתון לנו אוסף וקטורים  } N
kkv ℜ∈ליניארית אשר תיוצג כמטריצה  ורצוננו לתכנן עבורם התמרה 

 –נניח את התהליך הבא ,  הצלחת ההתמרהתלשם קביעת מיד.  הכופלת וקטורים אלהN על Nבגודל 

 לקבלת A עליו עם המטריצה  זו תבוצע התמרה ליניארית ריבועית, מאוסף זה vבהינתן ווקטור 

vAu  וקטור .וכל היתר יאופסו,  הראשונים ללא שינויMשארו וי, u איברי וקטור התוצאה Nמתוך . =

uIvAIwי המכפלה "חדש זה מתקבל ע MM  `M `1 היא מטריצה אלכסונית עם MIכשהמטריצה , ==

. z לקבלת Bי מטריצה ריבועית " נמיר חזרה עwאת הווקטור . כשלאחריהם אפסים, על אלכסונה הראשי

 עד כאן .כיוון שישנו כאן קירוב של אות המקור באמצעים ליניאריים"  ליניארי קירוב"תפיסה זו קרויה 

 . 7פעלנו לפי התיאור המופיע בפרק 

 

. דהיינו נסתכל רק על האיבר הראשון בהתמרה כשכל היתר מאופסים, M=1נניח כעת כי  

uIvAIwהמכפלה  MM  - אותה נסמן כA-  תבחר למעשה את השורה הראשונה מ==
T
1a כשכל יתר 

.  יהיה בעל איבר ראשון שונה מאפס וכל האחרים אפסים בהגדרהwוקטור וה. השורות אינן רלוונטיות

נרצה , לכן. שת משמBבשחזור מתוך מקדם בודד זה נקבל כי רק העמודה הראשונה במטריצה , לכן

 להביא למינימום את הביטוי

{ } ∑ −=
k

2

2k
T
11k11 vabvb,af . 

ניכר   .ביטוי זה מבטא את רצוננו לייצג בעזרת המקדם היחיד שנותר את המרב האפשרי מווקטור המקור

, אופטימלי מהווים פתרון ]b,a[פתרון יחיד כי אם צמד וקטורים מסוימים לביטוי זה כי לא יכול להיות 

]b,a/[אזי כך גם כל צמד  µ⋅µ .ל תוך כפיית האילוץ "לשם יצירת יחידות פתרון נפתור הבעיה הנ, לכן

1a
21  התוצאה המתקבלת היא.  האופטמלי1bונשאל מהו , 1aנניח לרגע כי מצאנו את . =
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 י" עRנגדיר את המטריצה 
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∑=
k

T
kk vvR. 

עבור מקבץ אינסופי של וקטורים אשר להם . מטריצה זו היא מטריצת הקווריאנס של אוסף הוקטורים

. מטריצה זו מתארת את התלויות ההדדיות בין איברי הווקטור, ניתן להתייחס כוקטורים אקראיים

 , מתקבל
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 . 

1כאן סימננו את הסקלר 
T
1 aRa=λ . נציב תוצאה זו חזרה לפונקציית המחיר המקורית ונקבל כי עלינו

 להביא למינימום את הפונקציה 
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11k1 vaaR1vaf. 

11דהיינו קיים כי , Rנניח כי הפתרון האופטימלי הוא וקטור עצמי של המטריצה  aaR λ= . בהכפלה

 -משמאל ב
T
1a נקבל λ=λ=λ=

211
T
11

T
1 aaaaRa , הערך כך שהסקלר שהגדרנו קודם אינו אלא

 תחת הנחה זו גם נקבל כי . העצמי שמתייחס לפתרון שנבחר
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ת המחיר אותה יש להביא צי ולקבל כי פונקRנוכל להציב את הקשר של היות הפתרון וקטור עצמי של 

 ,במבנה פשוט יותרלמינימום 
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1a -ל השתמשנו בעובדה ש"בפיתוח הנ
21 מביטוי זה נובע כי מציאת מינימום לפונקציית מחיר זו . =

 שקולה למציאת מקסימום לפונקציית המחיר 

{ } 1
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== ∑∑ . 

1aבכפוף לאילוץ ( ביטוי זה המקסימום של
21 הינו הווקטור העצמי המתייחס לערך העצמי הגדול ) =

 . וכך הנחה שעשינו לפני מספר שלבים על אופיו של הפתרון מתאמתת, Rביותר של המטריצה 

 

ור על נוכל לחז). B-והעמודה הראשונה ב (A -נניח כי עשינו כל זאת וקיבלנו את השורה הראשונה ב

 י הבאה למינימום של פונקציית המחיר"התהליך ולחפש את השורה השנייה ע
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]b,a[כשהפעם אנו מניחים כי הצמד   2aתהליך אלגברי דומה לזה שתואר לעיל יביא לבחירת .  נתון11

נקודה מעניינת היא . וכך תהליך זה נמשך, Rשני של המטריצה כווקטור העצמי המתייחס לערך העצמי ה

 אם - למעשה אין זה כך –אופטימלי בשל היות התהליך סדרתי -שנדמה כי הפתרון שנרקם כאן יהיה תת

 .נגיע לאותו פתרון ממש) B-ו (Aתיעשה האופטימיזציה בצורה מקבילה על כל המטריצה 

  

מצאנו כי כתחליף לבעיית . יתוח ושנראתה כפרט טכנינחזור לרגע לתוצאה שקיבלנו במהלך הנ 

 מינימיזציה מורכבת יש לנו בעיית מקסימיזציה בה פונקצית המחיר היא 
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} בהינתן מקבץ הדוגמאות –לביטוי זה משמעות גיאומטרית מעניינת  } N
kkv ℜ∈ אנו מחפשים כיוון 

 . מימד- בדו ממחיש בחירה זוB.1ציור ! הפיזור הוא מרבי עליו יתקבל כי 1aהטלה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

נוכל לייצג אותו כצירוף , vבהינתן  וקטור כלשהו : תכונה נוספת מעניינת היא התכונה הבאה 

 ליניארי של וקטורים עצמיים אלה ולכתוב 

∑
=

ν=
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nn av. 

ירושה הכפלה במטריצה ששורותיה הן  פAי "ההתמרה ע
T
na ,בשל היות הוקטורים העצמיים ו

vAuוזו תהיה תוצאת ההתמרה , nνאת אוסף המקדמים הכפלה זו תיתן , אורתונורמליים אם . =

 נחשב כעת את מטריצת  הקווריאנס של מוצא ההתמרה נקבל

י עליו תתקבל והכיוון הדומיננטמימד - מקבץ נקודות בדו-  B.1 ציור
מקסימלית פיזור בעלת .הטלה
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יצא כי פעולת ההתמרה . R היא מטריצה אלכסונית המאוכלסת בערכים העצמיים של Λכשהמטריצה 

 .  יצרה וקטורי ייצוג חדשים בהם אין קורלציה בין איברים שונים–הלבינה את המקדמים 

 

 ICA - לPCA-מ. 2
 

כששם זה , PCA – Principle Component Analysis בשם  ידועה לסטטיסטיקאיםKLT -התמרת ה

 אנו מוצאים את הכיוונים העיקרים של הנתונים הוקטורים בבניית –בא לתאר בדיוק את שראינו קודם 

בפשטותה החישובית של התמרה זו אך יתרונה הגדול , יש חסרונות רבים להתמרה זו.  התמרה זו

 בעשור . הרבה של שיטה זותהפופולאריו עובדות המסבירות את –ובניקיון המתמטי המוביל לפתרון סגור 

המשותף לכל הכללות אלו הוא אובדן .  PCA -השנים האחרונות נעשו ניסיונות שונים להכליל את ה

 ! הפשטות

 

אם נתייחס לבניית . הכללה ראשונה שנציג היא ניסיון למנוע מחריגים להשפיע על בניית ההתמרה

  הרי שהביטוי המקורי המובא למקסימום הוא  ,כיוון ההטלה הראשון
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 שימוש בפונקציה , כתחליף. ועבור וקטור בעייתי הנותן ערך חריג יוסט כיוון ההטלה

{ } ( )[ ]∑=
k

2

k
T vahag 

 שימוש בפונקציה , לדוגמה.  מרכך ערכים גדולים תוכל בהחלט לפתור ולו חלקית בעיה זוh(x)כאשר 
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שהרי אין זו עדיין , כמובן שאז צפה ועולה בעיית המקסימיזציה של הפונקציה החדשה. תשרת מטרה זו

הפתרון המסתמן בעבודות רבות היא גישת הגרדיאנט הסטוכסטי בה למעשה . בעיית ערכים עצמיים

)הגרדיאנט של הפונקציה י " בנפרד עkv  לפי כל וקטור aמעדכנים את  )2k
T vah .מתקבל 
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השיטה נקראית גרדיאנט סטוכסטי כיוון שההתייחסות לאוסף הוקטורים היא כסט מדידות מצטבר 

ורק בצבירת אינסוף וקטורים יש לה משמעות , לפונקציית מחיר שבכל שלב נתון אינה ידועה

 .דטרמיניסטית

 

 אם נניח כי במקום –שה דומה מאוד ניתן להציע בה תתקבל אינטרפרטציה אחרת לגמרי גי 

  יחידה נציע פונקציית מחיר מהצורהhשימוש בפונקציה 
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x)x(h1עבור , לדוגמה. נקבל תוצאה מעניינת  המופעלת לבדה ראינו כי קיבלנו הלבנת מוצא =

בוקטורים אקראיים גאוסיים חוסר . נה זו פירושה ביטול הקורלציה בין מקדמי ההתמרההלב. ההתמרה

). p(x)p(y)=p(x,y)שני משתנים בלתי תלויים סטטיסטית אם (קורלציה שקול לחוסר תלות סטטיסטית 

אם היחד הוא הורדת תלות סטטיסטית ולא רק ביטול , לכן. בכל משתנה אקראי אחר אין זה כך

 יכול להיות חיקוי לא רע כלל h שהתהליך מורכב יותר לאין ערוך ושימוש מספר פונקציות הרי, קורלציה

 :קיימת התכונה הבאה לשני משתנים בלתי תלויים סטטיסטית. להשגת יעד חדש זה

{ } { } { })y(hE)x(hE)y(h)x(hE,h =∀. 

x)x(h1 -י שימוש ב"עד כה התרכזנו בביטול הקורלציה ע סרי קורלציה מאופיינים שהרי משתנים ח (=

}בתכונה  } { } { }yExExyE נתקרב יותר לחוסר תלות , אם נבנה פונקצית מחיר כמוצע, לכן). =

אך יכלול פשוט יותר איברים ,  האלגוריתם במקרה זה גם הוא ישען על גרדיאנט סטוכסטי.סטטיסטית

 .בעדכון התוצאה

 

 הישירה ליעד זה היא שימוש במושג הגישה, אם אמנם רצוננו בביטול תלות סטטיסטית 

 .והספרות בתחום זה ענפה, אנו לא נציג נושא זה כאן. האנטרופיה המשותפת
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 הקצאת סיביות אופטימלית בדחיסה –' גנספח 

 
הרעיון הבסיסי הוא . עולה בדחיסת אותות הוא נושא הקצאת סיביות אופטימליתנושא יפה ש

מעניין לציין כי למרות יופיו של רעיון . חלוקה חכמה של תקציב סיביות נתון לשם קבלת שגיאה מינימלית

בפועל מנגנונים אחרים בסטנדרט זה . ל היה להתאים שם יכו JPEG -הוא אינו מיושם בסטנדרט ה, זה

  .בנספח זה נתאר את הבעיה ואת דרך פתרונה. נותנים אפקט דומה

 

  דחיסה מבוססת התמרה–הצגת הבעיה . 1

 

וביצוע , )8 על 8נניח (שיטת דחיסה יעילה בתמונות מציעה חלוקת התמונה לבלוקים בגודל קבוע        

 על מנת לאפשר קיצוץ מקדמים עם נזק מינימלי  KLT - התמרה קרובה לרצויה. התמרה על כל בלוק

 –ומביא עימו יתרון חשוב , KLT - מקרב היטב את הDCT - כי שימוש ב7ראינו בפרק . למידע הבלוק

אנו . ם ההתמרהולייש) כלומר ללא צורך לשדר את תכונות ההתמרה(וקבוע קיומו של אלגוריתם מהיר 

כפי שבפועל יש (הוחסר ממוצע הבלוק וקודד בנפרד ,  לכל בלוק DCT -תמרת הנניח כי בטרם בוצעה ה

 ). נוטרלDC -כי מקדם ה( מקדמים 63פירוש הדבר שבכל בלוק יש ). לעשות

 

ורצוננו בהקצאה חכמה של תקציב הסיביות ,  ערכי התמרה63 בלוקים כשבכל אחד Nכעת בידנו 

ו מניחים כי חוקיות הקצאת הסיביות תהיה זהה אנ. בין מקדמי ההתמרה לקבלת שגיאה מינימלית

הנחה זו הגיונית למדי כיוון .  בכל הבלוקים יקבל כמות סיביות זהה[3,4]מקדם , נוידהי, מבלוק לבלוק

טיפול חכם יותר יניח כי תמונה מכילה בלוקים . שמקדם במיקום זהה בבלוק הינו בעל חשיבות דומה

ונכון יהיה ) אזורי רעש, אזורים חלקים, אזורי שפה, ם ממרקםבלוקים הלקוחי(ממקורות שונים לגמרי 

במקרה כזה רצוי לבצע אישכול . לבצע הקצאת סיביות שונה למקדמי ההתמרה לכל סוג בלוק בנפרד

)Clusterring  (ואז לתכנן את הקצאת הסיביות לכל קבוצה בנפרד, על בלוקי ההתמרה . 

 

בידנו תקציב , כאמור.  נתכנן הקצאת סיביות קבועהנחזור למקרה בו בידנו קבוצת בלוקים עליה

 –ועל כל קביעה של חלוקתן בין המקדמים יש לדרוש שסך הסיביות מתאים לתקציב ממנו יצאנו , סיביות

בהינתן כמות סיביות מסויימת . דבר זה יהווה אילוץ בבעיית האופטימיזציה אותה אנו עומדים להגדיר

,  מקדמים כאלו וניתן להתייחס להיסטוגרמה שלהם Nשהרי יש לנו  (ובידיעה של פילוגו, למקדם התמרה

לצורך זה נוכל . נוכל לקבוע את השגיאה הצפויה בקוונטיזציה סקלרית של מספרים אלו, )או לפיזורם

נוכל לחשב את השגיאה הכוללת ולהביאה , לכן. למשל' לעשות שימוש בקשרים אותם קיבלנו בנספח א

 מספרי קסם של כמות סיביות לכל 63לקבוע מטרת תהליך זה היא .  שהזכרנולמינימום בכפוף לאילוץ

נציג כעת את הרכב הבעיה ופתרונה בצורה . ואלו ינבעו כפתרון לבעיית האופטימיזציה, מקדם התמרה

 .מתמטית מסודרת
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  ייצוג מתמטי–הצגת הבעיה . 2

 

} -נתון לנו סט של וקטורים אקראיים        }L
1kkx  איברים חסרי קורלציה  Nכל וקטור כולל . =

בדוגמה שהוזכרה קודם של , ם אחרותיבמיל (kσביניהם המפולגים גאוסיאנית עם ממוצע אפס ושונות 

 אשר  מספרים סקלאריים בעלי שונות ידועה N קבוצות ובכל קבוצה  L=63יש לנו , קידוד תמונה

 המספרים NL סיביות לקידוד כלל כל B נתונים לנו ).מקדם התמרה בבלוקים שוניםמייצגים את אותו 

} -נסמן ב .הנתונים }L
1kkn האילוץ שיש על אוסף , לכן. j - את כמות הסיביות שתוקצה למקדם ה=

 הנעלמים לקיים הוא 
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 .ות יתאים לתקציב הסיביות הכוללכלומר אילוץ ליניארי פשוט שדורש שסך הסיבי

 

של משתנה אקראי גאוסי בעל ממוצע ) שגיאה ריבועית ממוצעת(אנו נניח כי שגיאת הקוונטיזציה  

 י הביטוי " סיביות נתונה עnk - אשר קודד בkσאפס ושונות 

kn22
k

2 2ConstE −⋅σ⋅=. 

 השגיאה הכוללת בבלוק תהיה, לכן
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 הבעיה שנרצה לפתור היא לפתור היא לפיכך
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 נותן'  פתרון בעיה זו בעזרת כופלי לגרנז
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 הצבה חזרה לאילוץ תתן .  דבר צפוי למדי–קיבלנו כי הקצאת הסיביות תגדל עם הגדלת השונות 
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  תוצאה זו חזרה בביטוי של הקצאת הסיביות נותנת והצבת
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 אינו אלא כמות הסיביות  B/NLהגורם. ת ובעלת הרכב אינטואיטיבינהתוצאה שהתקבלה מעניי

נצפה כי , והיה וכל השונויות שוות.  מקדמים NL סיביות שמתחלקות בין B יש –הממוצעת לכל מקדם 

ית מול -k-הגורם הראשון קובע את משקלה היחסי של השונות ה, אמנםו.  שתתקבלחלוקה אחידה זו היא

וההקצאה תהיה , 0זהות גורם זה יהיה אם כל השונויות . אומטרי של כל השונויותיהממוצע הג

 .כצפוי, לכל מבנה אחר נקבל הקצאה דינמית המעדיפה מקדמים גבוהי שונות.אחידה

 

-יא העובדה שלא כפינו על הסידרה לתת מספרים איבעיה טורדנית אחת עם תוצאה זו ה 

 ביחס בהחלט יתכן מצב בו תתקבל  הקצאה שלילית עבור מקדם התמרה בעל פיזור קטן מאוד. שליליים

ניתן פשוט לפתור פעם ראשונה ' במקום לשלב אילוץ חיוביות לתוך כופלי הלגרנז, במקרה כזה. לאחרים

וקובעים את הקצאתם ,  המקדמים שזכו להקצאה שליליתופעם שנייה כשאנו משמיטים את, כמתואר

 ).כי חלק מהמקדמים הוצאו( קטן יותר Lל עם "על היתר נבצע הקצאה אופטימלית כבנוסחא הנ. לאפס

לב העניין הינו פשוט קביעת סף על השונויות לפיו כל . ייתכן כי נידרש למספר סבבי פתרון בצורה זו

בעיה שניה בתהליך .  סיביות ומושמט מהתהליך החישובי0מקבל מקדם בעל שונות קטנה מסף מסויים 

ואז נבדק , תוצאת ההקצאה עוברת העגלה, בפועל. שהוצע כאן היא הצורך בערכי הקצאה שלמים

 שונה לשם קבלת תוצאה Bבמקרה של סטייה גדולה מידי ניתן לחזור על התהליך החישובי עם . האילוץ

 . מתוקנת

 

נציב את נוסחאת ההקצאה האופטימלית לתוך ביטוי ? לית שתושגמה תהיה השגיאה המינימ 

 השגיאה ונקבל

NL/B2L 2
L

2
2

2
1

L

1k

L 2
L

2
2

2
1

NL/B2
L

1k

n22
k

2
T

2ConstL

2Const2ConstE k

−

=

−

=

−

⋅⋅⋅σ⋅⋅σ⋅σ=

σ⋅⋅σ⋅σ⋅⋅=⋅σ⋅= ∑∑

L

L
. 

 :אנו רואים מספר תופעות בביטוי זה 

 .סך השגיאה פרופורציוני לממוצע הגאומטרי של שונויות המקדמים .א

 .סך השגיאה פרופורציוני באופן אקספוננציאלי הפוך לתקציב הסיביות למקדם בודד .ב

אם נניח כי כל השונויות שוות נקבל כי השגיאה מתלכדת עם הנוסחא המקורית של שגיאת  .ג

 .קוונטיזציה לסקלר מקודד
 

כנקודה אחרונה חשוב להבהיר כי הקוונטיזציה שתיעשה תפעל בהנחת ממוצע אפס על המשתנים 

שונויות חייבת סידרת ה, כמו כן. נידרש להעביר את הממוצע לצורך הפענוח, האקראיים שאם לא כן

 .להיות מקודדת אף היא על מנת לאפשר קביעת רמות הייצוג במקלט
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 נושאים מתקדמים בשחזור תמונות –' דנספח 

 

נתחיל עם שחזור . 6בנספח זה נזכיר מספר נושאים מעניינים בשחזור תמונות שלא נדונו בפרק  

גישה זו יעילה ופופולארית . MAP - וה ML -מבוסס אנטרופיה מרבית אשר מהווה אלטרנטיבה לגישת ה

נושא שני שייסקר הוא נושא השיחזור .  בטיפול בתמונות בחקר אסטרונומי בהן הרקע כהה מאוד ואחיד

וקשורות (התוצאות בתחום זה רבות ורובן מורכבות למדי . העיוור בו פונקציית הטשטוש אינה ידועה

. ות בלבד ונראה גישות שונות לתקיפת הבעיהאנו נתמקד ביסוד). ' שהוזכר בנספח ב ICA -באורח פלא ל

אנו לכאורה יודעים הכל על נושא .  הורדת רעש מתמונה– Denoising-נושא שלישי שנזכיר הוא בעיית ה

 Waveletושימוש בהתמרת אך נראה כי עם פישוט הבעיה , זה בהיותו מקרה פרטי של בעיית השחזור

רון בו ניגע בקצרה הוא שילוב מעניין בין שחזור תמונות נושא אח. נוצר מרווח מעניין לתוצאות מרתקות

 . מבוסס דוגמאותPriorשילוב זה צומח מבניית . ובין למידה חישובית) או למעשה פתרון בעיות היפוך(

 

 נימליתשחזור מבוסס אנטרופיה מי. 1
 

י " הנתונה עY ממדידתה Xאנו ראינו כבר דרכים לפתרון בעיית השיחזור של התמונה 

NXHY  הוא רעש אקראי מפולג N- מטריצה הפועלת כטשטוש התמונה וHכשאנו מניחים כי , =+

I2גאוסיאנית עם ממוצע אפס ומטריצת קווריאנס 
nσ) ראינו בפרט כי הצלחה במשימת ). רעש לבן, דהיינו

 . יניב תוצאות עלובות) ML -בשימוש (השחזור תלויה בבחירה נאותה של רגולריזציה ובלעדיה 

 

בצילום אסטרונומי של גורמי שמיים התמונות הנרכשות בטלסקופ סובלות מהפרעות טשטוש 

NXHYורעש ולפיכך הקשר  י כלי הרגולריזציה "טיפול בתמונות אלו ע, לעומת זאת.  מתאים היטב=+

 כאלו המבנה בדרך כלל יכלול רקע כהה מאוד אינו מוצלח כיוון שבתמונותשהוצעו בהם כפינו חלקות 

ושיאים בהירים קטני שטח , )רמות אפור קרובות לאפס(אשר מאכלס את רוב שיטחה של התמונה 

-Pieceישנה סבירות רבה שטיפול קונוונציונלי שמתאים לתמונות בעלות מבנה . המייצגים גורמי שמיים

wise-smooth וזה כמובן אינו , יביא למחיקת כוכבים בתמונה מהסוג שמקובל בצילום דיגיטלי ביתי

 .לכן עלינו להחליף את אסטרטגיית הרגולריזציה לתמונות אלו. רצוי

 

י "אחרי נירמול ע(  ונתייחס אליו לרגע כפונקציית הסתברות Xאם ניקח את הוקטור הנעלם 

 :ך השחזורנוכל לטעון שתי טענות חשובות אשר להן קשר להצלחת תהלי, )חלוקה בסכום איבריו

תכונה זו מתאימה ! שליליים-כל ערכי הפיקסלים חייבים להיות אי, כמו כל פונקציית הסתברות .א

  MAP - והML -נוכל כמובן לחזור לכלי ה. שליליים-לרצוננו לשחזר תמונה עם ערכי רמות אפור אי

 –לה כפיית אילוץ זה ק. ולהוסיף תכונה זו כאילוץ בבעיית האופטימיזציה שמובילה לשחזור

בהתייחסות לתמונה . בתהליך איטרטיבי מקובל לאחר כל עדכון לאפס את הערכים השליליים

במקרה של .  הוא משולב באופן טבעי כפי שנראה–כפונקציית הסתברות אנו פטורים מאילוץ זה 

 MLכפיית אילוץ זה תורמת רבות לאיכות התוצאה כיוון שאפילו , תמונות בהן הרקע קרוב לאפס

 תופעות צלצולים יאלץ להעלימן אם מדובר בשפה בין רקע כהה מאוד שאינו אפס ובין אשר ייתן

 .שיא בהיר
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 מה ההסתברות למצוא בפיקסל מסויים – כפונקציית הסתברות כמוה כמו לומר X-ההתייחסות ל .ב

על . ורוב הרקע מתייחס להסתברות קלושה לקיום כוכב,  ערך בהיר פירושו הסתברות גבוהה–כוכב 

, 8כזכור מפרק . לוג זה שהוגדר נוכל לומר כי אנו מצפים שיהיה בעל אנטרופיה נמוכה מאודחוק פי

אנטרופיה תגיע לשיאה עבור פילוג אחיד ותקטן ככל שחוק הפילוג מתקרב להתנהגות 

קיומם של מספר שיאים בודד בתמונה ייתן אנטרופיה מאוד נמוכה וזו תועדף על . דטרמיניסטית

 .עם מריחהמספר שיאים זהה אך 

 

ננסח אם כך את בעיית השחזור שבידנו כבעיית מינימיזציה של אנטרופיה בכפוף לאילוץ הנובע 

 .מהמדידות

2
2

2

2
j,kX

YXH:toSubject]j,k[xln]j,k[xMin σ=−⋅−∑. 

 )של האילוץ' שהינו כופל לגרנז0או ביטוי מקביל בו האילוץ מוצג כתוספת לפונקציית המחיר עם מקדם 

2

2
j,kX

YXH
2

]j,k[xln]j,k[xMin −
λ

+⋅−∑ 

 

מקובל להניח כי אופרטור הטשטוש . X עניין נרמול –ונה מעניינת שתסייע לנו נשים לב לתכ

 יהיה שווה Xבהינתן ממוצע התמונה , לכן. 1כלומר סכום איברי הגרעין המטשטש הוא , משמר ממוצע

 בסכום Yי חלוקת "אם נתחיל את התהליך ע, לכן. ידועערך והרי זה  Yבקירוב טוב לממוצע התמונה 

 להיות גם היא Xמכאן ואילך נוכל לכפות על ו ,ק הסתברותאותה גם כן למבנה של חואיבריה נביא 

גזירת ביטוי האנטרופיה לפי איבר יחיד ייתן . י גזירת הפונקציה"מציאת המינימום תיעשה ע. מנורמלת

( ) 1xlog'xlogx  בייצוג וקטורי נכתוב. =+

( ) 0YXHHXlog1YXH
2

]j,k[xln]j,k[x
X

T2

2
j,k

=−λ+−−=







−

λ
+⋅−

∂
∂ ∑. 

ים שונים לבניית  איטרטיביכיםאך נוכל הציע תהלי, לפתרון בדרך ישירהומה וקשה משוואה זו סת

  יביא לאיטרציה מהצורה SD -שימוש באלגוריתם ה, לדוגמה. הפתרון

( )[ ]YXHHXlog1XX n
T

nn1n −λ+−−µ−=+ 

שיטה נומרית קלאסית לפתור משוואות סתומות מהצורה . גישה אחרת קרויה שיטת ההחלפה 

( ) 0XX =Φ−ון איטרטיבי  היא פתר( )n1n XX Φ=+ .ברוח זו נוכל להציע 

( ) ( ){ }1YXHHexpX0YXHHXlog1 n
T

1nn
T

1n −−λ=⇒=−λ+−− ++. 

נקבל כעבור מספר , הרעיון במשוואה זו הוא שאם נוכל להבטיח שתתקבל התכנסות של סידרת הפתרונות

n1nרב של איטרציות כי  XX  . י ואז יתקבל פתרון שמקיים את איפוס הגרדיאנט כרצו+=

 

ולכן לא נדרש לכפותה , שליליות הפתרון תנבע ישירות מפעולת האיטרציה-מעניין לציין כי אי

ולכן לאחר כל , 1 לאחר האיטרציה לא יהיה X ייתכן כי סכום איברי, לעומת זאת. באמצעים נוספים

 . איטרציה יש לנרמל את הוקטור
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 שחזור עיוור. 2
 

NXHYהקלקול  הנחנו כי במודל 6לכל אורכו של פרק   אנו יודעים במדויק את פונקציית =+

אנו יכולים לגרום   Hועם קביעה שרירותית של המטריצה, באופן מעשי זה לרוב לא נכון. הטשטוש

, שבאים להוריד הנחה זו" שחזור עיוור"קיים היקף גדול של עבודות תחת השם . לשגיאות שחזור קשות

 . לשחזור בתנאים קשים אלו) חייבים להודות, ומשונות(ומוצעות דרכים שונות 

 

י מציאת מקומות בתמונה "עבודות ראשונות בתחום בחרו לנסות ולקבוע את מידת הטשטוש ע

ההתנהגות , כזו" פונקציית דלתא"במקרה של קיום מין ). או להיפך(בהן יש נקודה בהירה על רקע כהה 

ודדת ניתן לחפש שפה חדה ולעשות זאת במספר שפות באין נקודה ב. באזורה תהיה המסנן המטשטש

שיטות אלו חלשות למדי בשל . ובזויות שונות וכך לשחזר את הטשטוש בטרם מתחיל תהליך השחזור

ובשל הגבר השגיאות שנובע , בשל הפרעה שהרעש יוצר, תלותן במאפייני תמונה שאינם זמינים בהכרח

 .  קביעת הטשטוש ולאחריה שחזור התמונה–מהפרדת הבעיה לשתי בעיות 

 

הוצעו מגוון . גישות מודרניות יותר ראו שיש לשלב את קביעת הטשטוש כחלק בתהליך השחזור

 :כשהמובילים בהם הן הגישות הבאות, כלים כאלה

לתנאים בהם חסר מידע ) ML( זוהי הרחבה של משערך הסבירות המירבית – EM -אלגוריתם ה .1

 EM -אלגוריתם ה. מידע החסר אצלנו הוא הטשטוש ולכן מבנה זה טבעי לשימושה. בבעיית השערוך

נקבע  הראשון בו – שבו כל איטרציה בנויה משני נתחים ML -מציע תהליך איטרטיבי של פתרון ה

 עם הנחת ידיעת ML -מבוצע הוהשני בו , ML -של פתרון ה) Expectation(י ממוצע "המידע החסר ע

  .דם משלב קוהמידע החסר

 ניתן להציג את בעיית השחזור העיוור כפירוק של עירוב ליניארי של אותות – ICAשיטות מבוססות  .2

  .ופתרונות עבורה קיימים אם כי אינם פשוטים, ICA -זוהי בעיית ה. סטטיסטית-תלויים-בלתי

 ממש כשם שיכולנו לקבוע פונקציית הסתברות על –ות מבוססות הנחות מודל על הטשטוש שיט .3

אם ידוע . ניתן להציע גישה דומה לטובת הטשטוש, מונה הלא נודעת ולהיעזר בזה בבניית הפתרוןהת

 Motionבשל טשטוש (או אם ידוע כי הוא קיים לאורך קו , כי גרעין הטשטוש מהווה פונקציה חלקה

Blur( ,מידע זה יכול לשמש בבניית השחזור . 

 

 You - וKaveי "שהוצעה ע) על הטשטושהנחת מודל (מהמשפחה השלישית גישה פשוטה למדי 

לו , 6 אם נשתמש במונחים מפרק .נותנת שילוב של מציאת הטשטוש תוך כדי מציאת התמונה המשוחזרת

  היינו אמורים להביא למינימום את הפונקציה Hידענו את 

{ } { }XDXHYX 2

2
λρ+−=ε . 

נוכל להתיחס לפונקציה , )גאוסייאןכגון (אם נניח כי אופרטור הטשטוש קבוע במקום ובעל מבנה חלק 

 הבאה כפונקציית המחיר למינימיזציה

{ } { } { }hDXDX)h(HYh,X~ 2

2
γρ+λρ+⋅−=ε. 

כשהמקדם למרכיב מחיר זה צריך , להיות חלק ממש כמו תמונה) h(בביטוי זה אנו כופים על הפתרון 

יצת  אינו אלא בניית מטרH(h)הסימון . להיבחר בקפידה כדי למשקל נכון את חשיבות חלקות זו
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גזירה של פונקציה זו ביחס לנעלמים . הטשטוש מתוך גרעין הטשטוש בהנחה של אופרטור קבוע במקום

 תיתן

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }hD'DYhXX
h

h,X~

XD'DYXHH
X

h,X~

T
M

T
M

TT

ργ+−=
∂

ε∂

ρλ+−=
∂
ε∂

 

 X - ולבנות מטריצה מXHניתן להחליף את תפקידם במכפלה , h - לXכיוון שישנה קונבולוציה בין 

 . MXון  זה בדיוק מה שעומד מאחורי הסימ– hשתכפול את הוקטור 

 

והפעלת ירידה לפי הגרדיאנט ,  X- ולh -י קביעת איתחול ל"פתרון נומרי של בעיה זו ייעשה ע 

)SD (אין כל , כיוון שפונקציית היעד אינה קמורה. ל עד להתכנסות"לסירוגין בעזרת שתי המשוואות הנ

 . הסיוםובמידה רבה בחירת האיתחול קובעת את תוצאת, הבטחה למציאת הפתרון הטוב ביותר

 

 Waveletי התמרת " ע)Denoising( ורדת רעשה .3

 

בשימוש בשערוך , לכן. הורדת רעש מתמונה אינה אלא מקרה פרטי של בעיית השיחזור הכללית

MAPתוצאת התהליך תהיה נקודת המינימום של הפונקציה,  עם טיפול נאות בשפות 

{ } { }XDXYX 2

2
λρ+−=ε. 

 כמטריצה Dמסתבר כי עבור בחירת . Dיא שאלת בחירת האופרטור שאלה מעניינת שנבחנה בספרות ה

 מיישם Dעד כה פעלנו תחת ההנחה כי . אורתונורמלית מתקבל פתרון סגור ונוח אשר קל במיוחד ליישום

 הרכב המטריצה כולל נגזרות – אורתונורמלית כאופרטור זה Waveletנוכל להציע התמרת . גזירה כלשהי

 היא מטריצה Dנניח אם כך כי . ולכן בחירה זו נראית סבירה, )ווחי תדר שונים במרHPFמסנני (שונות 

DXXDאורתונורמלית ונסמן  ל שקולה למינימיזציה "מתקבל כי מינימיזציה של פונקציית המחיר הנ. =

 של 
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דהיינו , אופרטור אורתונורמלי אינה מושפעת מL2ל עשינו שימוש בכך שנורמת "בפיתוח הנ

22
XXD נקציות סקלריות על ערכי הוקטור וכמו כן השתמשנו בעובדה שהפונקציה מהווה סכום פ. =

  –המוזן 

{ } { }∑
=

ρ=ρ
N

1k
kvV. 

 . פיקסלים וכך גם מספרם של מקדמי ההתמרהNל אנו מניחים כי התמונה כוללת "ברישום הנ

 

]וי שהתקבל נובע מכך שחישוב של כל מקדם יופיו של הביט  ]kxd יכול להיעשות בנפרד כפתרון 

 עלינו להביא למינימום את הפונקציה . של בעיית אופטימיזציה סקלרית פשוטה



 נספחים

 - 306 -

( )
( )

)x('
2

yx

0)x('yx2)x('f
)x(yx)x(f 2

ρ
λ

−=⇒

=λρ+−=⇒
λρ+−=

 

 ). מימדי-הנעלם חדבשל היות ! אם כי הוא פשוט(ובינתיים נראה כי יידרש פתרון נומרי לפתרון בעיה זו 

 

. Johnston - וDonoho היא עבודתם של  Denoising-אחת העבודות המוכרות ביותר בתחום ה

,  שלהםWavelet-נקודת המוצא שלהם הייתה האבחנה שאם מסתכלים על תמונת רועשת דרך מקדמי ה

במלים . פקט ניקוידיכוי אלו יביא לא, לכן. רואים כי ישנם הרבה מקדמים קטנים שנובעים אך ורק מרעש

.  שרובם אפסיםWaveletקבעו השניים כי תמונה נקייה מרעש צריכה להיות בעלת מקדמי , אחרות

 הם בחרו בפונקציה רובסטית מהצורה , בתרגום לשפתנו

]1,0(px)x( p ∈=ρ 

לות וכך חותרים ליעד של דלי,  אנו סופרים בפועל את מספר האיברים בהתמרה ששונה מאפסp=0  עבור

. ניתן לפתור בצורה סגורה בעיית אופטימיזציה זו, בחירה לא קמורהאפילו שזו .  מקדמי ההתמרה

נחזור לפונקציית המחיר המלאה ) חלקות הפונקציה-שתעוררנה בעיות בשל אי(במקום להתייחס לנגזרות 

 שקובעת במקרה זה כי 
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 והאיבר הראשון רוצה לראות קירבה בין DXמאפס בוקטור הגורם השני סופר מספר איברים שונה 

-נניח כי מקדמי ההתמרה ב). Wavelet לאחר התמרת Yשאינו אלא  (DYוקטור זה לוקטור המדידות 

DY לינו עאם . בתחתית הוקטור סודרו בסדר יורד בערך מוחלט כך שהקרובים שבהם לאפס מצויים

, לכן. ברור כי יש לעשות זאת בזנב הוקטורים שם השגיאה הריבועית הנגרמת קטנה, לאפס איברים

DDנתחיל עם הבחירה   YX עם איפוס האיברים . זה שלפניו וחוזר חלילה,  ונאפס את האיבר האחרון=

}נבחן את ערך הפונקציה  }Xεאם נבחרו .  ונעצור את תהליך האיפוס במקום בו תתחיל עליה בשגיאה

  איברים ראשונים שונים מאפס יהיה מחיר השגיאה Mלהישאר 
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 Yיש להתחיל בלקיחת וקטור המדידות  –התקבל אלגוריתם לניקוי רעש שמציע את השלבים הבאים 

את .  יש לאפסλ/2את כל מקדמיו שערכם המוחלט מתחת לסף . Waveletולבצע עליו התמרת 

 .  הפוכה ומתקבלת תוצאת ניקוי הרעשWaveletי התמרת "הווקטור הנוצר יש להמיר חזרה ע

 

יש לשים לב .  ויביא לריכוך בדרך פעולת האלגוריתם ייתן קירוב לדלילות הרצויה1 - בpהחלפת 

כפי ,  תעבוד נגד דלילות ותעדיף ערכים רבים קטנים על פני ערך אחד גדול בהתמרהp=2  לכך שבחירת

נקבל שפתרון  p=1עם חמושים בבחירת הפונקציה הרובסטית  .ולכן אינה רצויה, 6בר ראינו בפרק שכ

 ורה צ בעיות בלתי תלויות מהNבעיית הרעש בתמונה יוצא כפתרון של 

)x(sign
2

y)x('
2

yx λ
−=ρ

λ
−=. 

yx/2 אזי פתרון למשוואה זו הוא λ/2- גדול מyאם  λ−=.אם ,  באופן דומהy2 - קטן מ/λ− ,

yx/2הפתרון יהיה  λ+= . לכל ערך באינטרוול שבין שני ספים אלה לא קיים פתרון למשוואה זו בשל

ולשם , מרבית בין שני האגפיםנציע כפתרון אפס לשם קבלת קרבה ואז , הרציפות של פעולת הסימן-אי

 בשני Wavelet- מראה את פעולת השינוי על מקדמי הD.1ציור . y=0פתרון עבור קבלת עקביות עם ה

 . המקרים שנותחו

 

 

 

 

 

 

 

p=1 
p=0 

y 

x

 על Hard Thresholding - והSoft Thresholding - פעולות ה– D.1ציור 
 . לשם ניקוי רעשWavelet-מקדמי ה
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 שחזור מבוסס דוגמאות. 4

 

נושא חשוב שצובר תאוצה ונמצא ברובו בזירה מחקרית עדיין הוא נושא השימוש בדוגמאות   

יש נאיביות גדולה ברישום , אם נחשוב על כך לרגע. ת לתמונהכתחליף לפונקציית הסתברות אנליטי

 מהצורה 

{ }{ }XDexpConst)X(P λρ−⋅=. 

 תמונה לרוב נוטה –כיוון שהבחירה בביטוי אנליטי שנוח לגזירה מחייב פשרות אכזריות עם המציאות 

חוץ (שפות נוטות להיות חדות , )כמו במרקמים, חוץ מפעמים שהיא לא כל כך חלקה(להיות חלקה 

כך יוצא . ועוד ועוד, )כמו במקרה של תנאי הארה לא נוחים, מבמקרים שבהם שפה שאינה חדה קורית

 Prior-שעל מזבח הנוחות המתמטית אנו מקריבים את הצלחת פתרון בעיית ההיפוך בה נעשה שימוש ב

 . מעין זה

 

תישמרנה מאגר עצום של תמונות ש! הרבה מאוד דוגמאות! דוגמאות? ומהי האלטרנטיבה 

בהינתן דוגמאות אלה נוכל תיאורתית . כניסיון לייצג את מרבית התופעות שאנו צופים לראות בתמונה

נסיון . אלא שגישה זו מאוד לא יעילה, ואז לבצע את השחזור, לנסות ולבנות את פונקציית ההסתברות

 ית מהצורה  הם בחרו פונקצית הסתברות מעט יותר כלל– Zhu-ו  Mumfordי "מעין זה הוצע ע

{ }








ρλ−⋅= ∑
k

kkk XDexpConst)X(P . 

ועל כל אחת מתוצאות הגזירה , בפונקציה זו לא פועל אופרטור גזירה יחד אלא מספר אופרטורים כאלה

 בהינתן – היתה פתרון השאלה Zhu- ו Mumfordעיקר עבודתם של . מופעלת פונקציה רובסטית אחרת

 הבחירת - וDk הטובה ביותר לאופרטורים האם נוכל למצוא את הבחירה, בנק של תמונות דוגמה

וקרוב לודאי שניתן , גישת הפתרון אותה בחרו מורכבת למדי? הפונקציות הרובסטיות שנלוות להן

 ובין אוסף Prior-היא שהם יצרו את הקשר בין פונקציית ההנקודה  .לפשטה ללא אובדן ביצועים

רח הגישה המוצלחת כיוון שהיא כופה סד של גישתם היא גישת השערוך הפרמטרי ואין זו בהכ. דוגמאות

 .מבנה הפונקציה ממנו מתחילים

 

. תשובה שהולכת ונרקמת בימים אלה? האם נוכל לעשות שימוש בדוגמאות בצורה ישירה יותר 

עבודה של העת .  ואחריםEffrosפאן מסויים אותו נזכיר נובע מעבודות על סינטזת מרקמים של 

והיא ) בעלי עבר מהטכניון (Sarousi- וWeissmanהיא עבודתם של ) 2003-פורסמה חלקית ב(האחרונה 

כשאצלם הנחות , נראית כמי שתביא למהפיכה בתחום זה של שימוש בדוגמאות לשם פתרון בעיות היפוך

 .  הדוגמאות הבן נעשה שימשו נובעות מהמידע הפגום הנחוץ לשחזור–היסוד מורכבות עוד יותר 

 

ונתייחס לצורך התיאור של השימוש במאגר , שימוש במאגר התמונותנציע את הגישה הבאה ל 

)נבחר חלון של . בבעיית ניקוי הרעש מתמונה ) ( )1L21L2 ונבנה ,  פיקסלים סביב כל פיקסל במאגר+×+

)בצורה כזו מילון עצום של וקטורים באורך  )21L2 חס לכל פיקסל בתמונה המקולקלת הנתונה נתיי. +

) לחלון בגודל ) ( )1L21L2 נתעלם מערך הפיקסל עצמו המצוי במרכז ונביא מהמילון שנבנה ,  סביבו+×+

 -דמיון זה יכול להימדד כ). למעט איבר האמצע(את כל הוקטורים בהם ישנו דימיון גדול לתוכן הבלוק 
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MSE ,ו כעת שבידנ. כיוונם ועוד, או בדרכים אחרות שלוקחות בחשבון שפותK דוגמאות של בלוקים 

. בעלי רקע דומה נסתכל על פילוג הערך המצוי במרכז וזה יאמר לנו את חוק פילוגו של הפיקסל המטופל

 ואנו שואלים במה yנניח כי הערך שנמדד בפועל הוא . s ושונות mנניח כי מצאנו פילוג גאוסי בעל ממוצע 

  לפי  יש לקבוע x יאמר כי את MAPשימוש במשערך . להחליפו

( ) ( )
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י פילוג גאוסי וכל "ברור כי אין אנו מחוייבים לייצוג ע). אנו מניחים ידיעת שונות הרעש בתמונה הנתונה(

כשמה שנדרש באמת הוא היסטוגרמת ערכי הפיקסל האמצאי ,  אופטימלי xפילוג אחר יאפשר מציאת 

 .בבלוקים שהובאו מהמילון כבלוקים קרובים

 

תתקבל , נחזור על תהליך זה לכל פיקסל ונעשה זאת למספר סיבובים על פני כל הפיקסליםאם  

 . תמונה ששואבת את ערכיה מתוך מאגר הנתונים

 

 הפיקסל 100 - קרוב לם שכל תוכנו בעל רמת אפורניח כי בתמונה המדודה בחלון מסוינ, לדוגמה

והבאת בלוקים דומים מהמאגר ) עט מרכזוכל הבלוק למ(נניח כי לקיחת הקונטקסט . 255המרכזי הוא 

 sייצא כי , 100הערך המרכזי מצביע בסבירות גבוהה על  בלוקים רלוונטיים ובהם פילוג 10000הניבה 
לרעש זה אין . וכך ניקינו רעש נקודתי, 100 -קטן מאוד ולכן הערך במרכז הבלוק יוחלף ב) פיזור הערכים(

לא די בסיבוב אחד על הפיקסלים . דיר עד כדי בלתי אפשריזכות להתקיים כי במאגר התמונות הוא נ

ומטבע הדברים ההחלטה שנבעה , בסיבוב ראשון הזנו קונטקסט פגום בשל הרעש שנכלל בוכיוון ש

 .סיבובים נוספים בהם הופחת הרעש ישפרו את ניקוי התמונה. משימוש בקונטקסט זה שגויה במקצת

 

 Effrosוהא דומה מאוד לגישה בה מילא , יטיביתהגישה שהוצעה כאן בנויה בצורה אינטוא

אך אנו , ניתן לאמץ ראיה הסתברותית יותר תיאורטית לתהליך זה. חורים המרקמים באופן מוצלח למדי

 .נעצור את הדיון כאן




